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Introduction 


Le livre Théorie des probabilités présente un recueil de problëmes qui constitue 
une banque importante d'exercices variés pour familiariser les étudiants aux notions de 
probabilités qui soutiennent la formation des statisticiens, des actuaires et des 
ingénieurs. Nous estimons que l'apprentissage et la maîtrise des concepts et des 
notions abstraites que proposent les probabilités passent nécessairement par la 
résolution de problèmes et par la rédaction détaillée et rigoureuse de solutions. 


Les auteurs fournissent pour chaque chapitre un cadre succinct présentant et 
résumant les concepts, les définitions, la théorie et les modèles ainsi que la 
terminologie nécessaire pour aborder les exercices qui sont généralement présentés par 
ordre croissant de difficulté. Nous incluons également une liste des principales 
notations employées dans le milieu scientifique. 


Chaque chapitre propose une série de problèmes accompagnés des solutions 
complètes et détaillées. Cette approche propose aux lecteurs des modèles de la 
démarche à suivre pour résoudre un problème et fournit également des spécimens de 
présentation des arguments qui constituent une preuve ou une démonstration. Plusieurs 
chapitres se terminent par une suite de problèmes qui viennent compléter et valider 
l'assimilation des concepts en invitant le lecteur à résoudre lui-même les exercices. 
Nous fournissons alors des indications et des réponses pour permettre la vérification 
des résultats obtenus par les étudiants et ainsi assurer la validité de leur propre 
démarche. Souvent les problèmes permettent de faire des liens avec d'autres domaines 
de la connaissance mathématique comme ceux de l'arithmétique, de l'algèbre, de la 
géométrie, etc.. 


Le texte se divise en deux grandes parties ce qui permet de traiter les 
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concepts probabilistes dans le cas des modëles finis séparément de ceux des modëles 
infinis. Le lecteur peut ainsi mieux gérer son cheminement et adapter l'ouvrage à ses 
besoins spécifiques et à sa propre connaissance des outils mathématiques employés en 
probabilité. 


Le document aborde les grandes lois classiques de la théorie des probabilités et 
introduit le lecteur aux propriétés fondamentales des modèles et des distributions si 
souvent utilisées en statistique et en recherche. 


Les auteurs sont convaincus que ce recueil peut répondre à plusieurs types de 
besoins tant au niveau collégial qu'universitaire. 


Les auteurs remercient à deux collègues du département de mathématiques et 
d'informatique de l'Université du Québec à Trois-Rivières : le professeur Harry White 
pour ses informations concernant l'histoire des mathématiques et ses conseils 
concernant l'usage du français, et le professeur Kilani Ghoudi pour sa collaboration et 
son soutien au niveau de la préparation du manuscrit à l'aide du système TEX employé 
pour produire ce document. 


Liste de notations 


Symbole Usage 
€ oe А 
ё a A 
C АСВ 
€ ACB 
Uu AUB 
n AnB 
M А\ B 
< och 
< a<b 

^ X^ 

= asb 
t Ant 


Signification 


a est un élément de À 

a n'est pas un élément de A 
À implique B 

À implique ou est équivalent à B 
À réunion B 

À intersection B 

différence de À et B 

a plus petit où égal à b 

a plus petit que b 

X suit la loi 

a approximativement égal à b 
suite monotone croissante 


suite monotone décroissante 
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ҮШ 


Abréviations standard 


max{a, b) 
min{a, b} 

n! 

(Q, A), (Q, 7) 
(Q, A, P), (Q, F, P) 
B(n, p) 

Р(Х) 

H(n, М, a, b) 
G(p) 

BN(p, r) 

М, a?) 

N(0, 1) 
Gamma(a, f) 
x?(r) 

E(A) 

U(a, b) 

Beta(a, À) 


C(u, о) 


Liste de notations 


Signification 


maximum entre o et b 
minimum entre a et b 
factoriel de n; n!=lx2x-..Á.x7 
espace probabilisable 
espace probabilisé 

loi binomiale 

loi de Poisson 

loi hypergéométrique 

loi géométrique 

loi binomiale négative 

loi normale 

loi normale centrée réduite 
loi gamma 

loi du khi-deux 

loi exponentielle 

loi uniforme 

loi bêta 


loi de Cauchy 


Liste de notations 


Lettres avec une 
signification fixe 


Ас 
P(O) 
P(M) 


X, Y 


F, Fx 
Ф, Pz 
f, fx 
9, 9x 


$, $x 


Signification 


espace echantillonnal, événement certain 
algèbre sur Q 

o-algèbre sur (2 

c-algébre de Borel sur R 

c-algebre de Borel sur l'intervalle [a, ë] 
événement impossible 

événements 

épreuve, réalisation d'une expérience 
événement contraire à À 

espace d'événements discrets 

ensemble de.toutes les parties de M 
variables aléatoires 

variable aléatoire normale standard 
fonction de répartition 

fonction de répartition de Z 

fonction de densité 

fonction génératrice de moments 


fonction caractéristique 


E(X) 
Var(X) 

Tx 

E(X”) 

mex 

mox 
Cov(X, Y) 
Corr(X, Y) 
P() 

p 


О = 


о = © AN “< 


Liste de notations 


valeur moyenne de X 
variance de X 

écart type de X 
moment d'ordre n de X 
médiane de X 

mode de X 


covariance de X et Y 


` coefficient de corrélation entre X et Y 


probabilité de 

probabilité 

combinaison de k éléments prise parmi n 
permutation de n éléments 

arrangement de k éléments prise parmi n 
l'ensemble des nombres naturels (1, 2, 3,...} 
l'ensemble des nombres entiers 

l'ensemble des nombres rationnels 

l'ensemble des nombres réels 


l'ensemble des nombres complexe 


Alphabet Grec 


ty 


мо mw N kg D CU 


E > m 


alpha 
bëta 
gamma 


delta 


epsilon ' 


dzéta 
ëta 
thëta 
iota 
kappa 
lambda 


mu 


= 


[1] 


o w x © 4 H M mn H O 


nu 

ksi 
omikron 
pi 


А 


тб 
sigma, 
tau 
upsilon 
phi 

khi 

psi 


oméga 


Partie I 
Modèles finis 


Chapitre 1 


Espace fini d'événements 


1.1 Notions de base — Définitions et propriétés 


1.1.1 Expériences aléatoires, épreuves et événements 


La théorie des probabilités traite des expériences dont les résultats dépendent du hasard. 
Dans ce contexte, on parle d'expériences aléatoires ou plus simplement d'expériences. 
Définition 1. Les différents résultats possibles d'une expérience aléatoire s'appellent les 
épreuves ou les réalisations de l'expérience. 

L'ensemble de toutes les réalisations possibles s'appelle l'espace échantillonnal) ou 
le référentiel, et on le représentera par Q. 

Les expériences peuvent avoir un nombre fini ou infini d'épreuves. Par conséquent, 
l'ensemble О peut être fini ou infini. Dans ce chapitre, nous considérons seulement des 
cas où О est fini. 

Définition 2. On appelle événement aléatoire ou plus simplement événement (rattaché 
à l'expérience) toute situation qui peut étre réalisée par une ou plusieurs épreuves. 
Un événement aléatoire est donc totalement déterminé par l'ensemble des épreuves 


par lesquelles l'événement se réalise. On peut donc interpréter ou identifier chaque 
événement avec un sous-ensemble de © de toutes les épreuves de l'expérience. 


Nous représenterons les événements aléatoires par des lettres majuscules comme 
А, B, C, E, m., Ahn n. 
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et les différentes épreuves ou réalisations d'une expérience par la lettre grecque 
minuscule œ, comme 


D, CO,..., С... 


Pour cette raison, si un événement À se réalise par les épreuves ci, c, ..., c on le 
représentera souvent par À = fo cy ..., coz). 


Définition 3. Les événements qui sont réalisables par une seule épreuve s'appellent 
événements élémentaires et correspondent aux singletons, les sous-ensembles 
comportant un seul élément ; les autres événements s'appellent événements composés, 
ou simplement événements. 


Pour des raisons qui deviendront claires par la suite, en liaison avec une expérience, 
on ajoute aussi les deux événements singuliers suivants : 


• l'événement qui se réalise à chacune des épreuves, nommé l'événement certain. 
Cet événement correspond à l'ensemble de toutes les épreuves possibles de 
l'expérience, donc à О, l'espace échantillonnal lui-même et pour cette raison il 
sera représenté par 2. 


• l'événement qui ne peut être réalisé par aucune épreuve de l'expérience aléatoire, 
nommé l'événement impossible. Cet événement est associé à l'ensemble vide et 
pour cette raison il sera représenté par g. 


Dans le contexte que nous venons de définir, nous identifierons tout événement 
d'une expérience aléatoire avec le sous-ensemble de l'espace échantillonnal € auquel il 
est associé. Dorénavant, souvent nous ne distinguerons pas entre l'événement lui- 
même et le sous-ensemble de © auquel il est identifié. 


1.1.2 Relations entre les événements 
1) Équivalence des événements 


On appelle événements équivalents, des événements qui se réalisent simultanément. 
L'équivalence de deux événements revient à légalité des ensembles des épreuves 
correspondant aux événements. Nous représenterons l'équivalence des événements 
Aet B par A = B. 


2) L'implication des événements 
On dit que l'événement À implique l'événement B si la réalisation de l'événe- 
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ment À entrane nécessairement la réalisation de l'événement B. L'implication 
de À par B sera notée À C B. 
Exemple 1. Dans l'expérience qui consiste à lancer un dé, l'événement A 
“obtenir le nombre 2” et l'événement B “obtenir un nombre pair” sont deux 
événements tels que la réalisation de A entrane forcément celle de B, et par 
conséquent À C B. 
Remarque 2. Notons que À C B revient au fait que chaque épreuve qui 
réalise l'événement А réalise aussi l'événement B c'est-a-dire que l'ensem- 
ble des épreuves rattachées à l'événement À est inclus dans l'ensemble des 
épreuves rattachées à l'événement B. Cela justifie la notation À C B et 
puisque Ü C A, cela amène la constatation que l'événement impossible im- 
plique tout événement quelconque A. Tout événement A implique l'événe- 
ment certain puisque À C О. De plus, un événement élémentaire est impliqué 
seulement soit par lui-même, soit par l'événement impossible. 

Notons que dans l'ensemble des événements rattachés à une expérience, 
il y a des paires d'événements A et B telles que A Z B et B Z A. 


1.1.3 Événements contraires 


Définition 1. L'événement contraire à À, ou encore, non А est l'événement qui se 
réalise si et seulement si А ne se réalise pas. Cet événement sera noté A“. 


Remarquons que LAT = A. Les sous-ensembles des épreuves rattachées aux 
événements А et A^ sont complémentaires par rapport à l'ensemble W de toutes les 
épreuves de l'expérience. 


Exemple 2. Dans l'expérience qui consiste à lancer un dé, l'événement A "obtenir un 
nombre impair" et l'événement B "obtenir un nombre pair" sont des événements 
contraires. 


1.1.4 Opérations sur les événements 


Dans l'ensemble de tous les événements reliés à une expérience on peut introduire 
plusieurs opérations. 


1) Réunion d'événements 


Étant donnés deux événements A et B, leur réunion est l'événement qui se réalise 
si et seulement si au moins un des événements A ou B se réalise. La 
réunion des événements A et B est représentée А U B que l'on lit "A ou В" 
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ou encore “A réunion В". 


2) Intersection d'événements 

Étant donnés deux événements A et B, leur intersection est l'événement qui se réalise 
si et seulement si les événements À et B se réalisent simultanément. L'intersection des 
événements À et B est notée À N B que l'on lit "A et B" ou encore "A inter B". 


Remarque 1. Les opérations de réunion et d'intersection peuvent être étendues à un 
nombre fini quelconque d'événements. Soit A; ... , А„ une suite d'événements d'une 
expérience aléatoire, alors la réunion 


n 
AU---U 4, = U; 
j=1 
est l'événement qui se réalise si et seulement si au moins un des événements Aj se 
réalise. De même, l'intersection 


n 
Ain nA = (l4 
j=1 
est l'événement qui se réalise si et seulement si tous les événements A; se réalisent 
simultanément. Ces opérations sont commutatives et associatives, autrement dit pour 
tous événements A, B, C'on a 


1. AUB=BUA; ANB=BNA; 
2. (AUB)UC =AU(BUC); (An B)nC = An(BnC). 
De plus, la réunion est distributive par rapport à l'intersection et l'intersection est 
distributive par rapport à la réunion, autrement dit pour tous événements A, B, Con a 
з. Au(BnC) = (Au B)n (AUC), 
et 


4 An(BuCc)-z(AnB)u(AnC). 


Définition 2. Deux événements A et B sont incompatibles ou disjoints si A C B = g, 
c'est-à-dire qu'ils ne peuvent pas se réaliser simultanément. Dans 
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le cas contraire on dit que les événements sont compatibles. 
3) Différence d'événements 


La différence des événements À et B est l'événement qui se réalise chaque fois que 
conjointement À se réalise et que B ne se réalise pas. Nous noterons cet événement À \ 
B que l'on lit “А moins B."On a 


А\В= An B^ et AÆ=Q\A 


Remarque 3. Notons que si on rattache à un événement l'ensemble des épreuves 
associées, alors les opérations entre les événements reviennent aux opérations 
respectives entre les ensembles des épreuves correspondantes, et donc les résultats des 
opérations avec des événements reliés à une expérience sont encore des événements 
reliés à la même expérience. 


1.1.5 Espace probabilisable 


Soit Q l'ensemble de toutes les épreuves possibles correspondant à une expé- 
rience, donc l'espace échantillonnal. 

Définition 1. On appelle espace d'événements sur Q un ensemble non-vide 
A € P(Q) (où P(Q) est l'ensemble de tous les sous-ensembles de Q, incluant 
l'ensemble О lui-même et l'ensemble vide), et tel que 


1. A € À implique Are Д; 
2. A, B € À implique AU B € А. 


Si Q est un ensemble fini, alors l'ensemble À s'appelle aussi algèbre sur (1. 
Remarque 2. Pour deux événements À et B quelconques d'un espace d'évé- 
nements À, notons que les sous-ensembles AU B, An B, AN B, BN A, A^, B° 
sont aussi des événements de A. On dit dans ce cas que l'espace d'événements 
À est fermé par rapport our opérations respectives. En particulier, Q € À, 
car si А € А, alors A* € Á et N = AU A* € А. Puisque 0 = 0° il s'ensuit 
que 0 € À. 
Exemple 3. Pour tout événement A C О, l'ensemble (0, A, A*, О} est un 
espace d'événements sur О. L'espace d'événements (0, Q} s'appelle espace 
d'événements trivial. De méme P(N) est un espace d'événements sur Q, 
appelé espace d'événements discret. 

Pour un ensemble fini О, on prendra en général А = P(Q). 
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Soit Q un ensemble fini où Q = («;, … @n}, et soit А = P(Q). Dans cet espace fini 
d'événements, on trouve 


e d’abord l'ensemble vide @; 

e les singletons {ол },..., {иһ} qui sont au nombre de (7); 

e les paires Jun, w2}, . .., {us1, Wn} qui sont au nombre de (5); 
e les triplets {w1, is, ua), ... qui sont au nombre de (7); 


+ 


e (un, nib... qui sont au nombre de („*,); 


e finalement {ur,...,u,}, qui compte pour 1 car (7) = 1. 


Un espace fini d'événements contient donc 


i («s = (1 + 1) = 2" 


événements, où n est le nombre d'événements élémentaires, c'est-à-dire la cardinalité 
de l'espace échantillonnal Q. 


Définition 4. Soit Q l'ensemble de toutes les épreuves possibles correspondant à une 
expérience et A un espace d'événements sur Q. On appelle espace probabilisable le 
couple (Q, A). 


Remarque 5. Désormais chaque fois qu'on trouvera une relation entre plusieurs 
événements, on supposera que les événements en question appartiennent tous au méme 
espace d'événements. 


1.2 Problémes et solutions 


1. Donner l'espace échantillonnai associé au tirage simultané de deux cartes de jeu, 
si on s'intéresse seulement à la couleur des cartes obtenues (carreau, coeur, pique 
ou trèfle). 


Solution. En notant Q un carreau, C un coeur, P un pique et T un trèfle, on trouve 


Q = (QQ, CC, PP, TT, QC, QP, QT, CP, CT, PT). 
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2. Quelles sont les épreuves de l'expérience suivante : on extrait 
simultanément, deux boules d'une urne qui contient 3 boules blanches et 2 boules 
noires ? 


Solution. Désignons les boules blanches par b; b», bs et les boules noires par n; 
пә. Représentons par fa; aij, a, œ € [bs b», by т, по) la réalisation qui consiste à 
extraire les boules a; et a, Les épreuves (les événements élémentaires) de 
l'expérience sont : 


(01,82), (5,5), 182.83); (bm) (bun 
{55,21}, {bz na}, {bs,ru}, (55, na) (ni, ro}. 


Il y a (5/2) = 10 épreuves où (5/2) représente le nombre de combinaisons que l'on 
peut former en choisissant 2 objets parmi 5 sans tenir compte de l'ordre de 
sélection. 


3. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. On extrait au hasard 
deux boules. 


i) On considère les événements : 

Au - "obtenir deux boules noires", 

Ал - "obtenir au moins une boule blanche", 
Аз - "obtenir une seule boule blanche", 

A. - "obtenir une seule boule noire", 

А5 - "obtenir deux boules vertes". 


Déterminer si chaque événement est d'une part, aléatoire, certain, impossible et, 
d'autre part, s'il est élémentaire ou composé. 


i) Trouver les réponses du point i) en utilisant les ensembles d'épreuves 
rattachées aux événements. 


Solution. i) Ai, А, As A4 sont des événements aléatoires, car chaque fois que 
l'expérience est réalisée, chacun de ces événements se réali se ou ne se réalise pas. 
Par exemple, si le résultat de l'expérience est /b:, b2}, événement A, ne se réalise 
pas, mais si le résultat de l'expérience est 
{np пу}, l'événement A, se réalise. (Ici on a utilisé la notation du probléme 
précédent.) 


L'événement A; est l'événement impossible, car pour tout résultat de l'expérience, 
А; ne se réalise pas. 
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A, est un événement élémentaire, car il se réalise seulement par une seule 
épreuve, à savoir : (ni, naj. 


Аз est un événement composé, car il se réalise par plusieurs épreuves. 
As et À, sont également des événements composés. 
As n'est ni élémentaire ni composé. 


ii) Опа: 


Ау = {{n1, nal est un événement élémentaire; 


(h, bj, (h, bs), (h.m), 
Аз = (5), n2); (bo, b3}, {br}, 
{bone}, (b.m), (bs,n2] 


est un événement aléatoire composé; 


f {лт}, (bom) (b.m). 
4 = { (52, no), (wm), [bs, na} ) 


est un événement aléatoire composé; 


_ Ia, bk, (121, 62), {niba}, 
A-| (nz 81), (122,62), Ins 0} ) 


est un événement aléatoire composé; 
As = 0. 


4. On considère les événements A1, A», Аз, A4 du problème précédent. Trouver les 


paires d'événements équivalents, les paires d'événements compatibles, les paires 
d'événements incompatibles, les paires d'événements contraires, les paires 
d'événements dont le premier implique le second. 


Solution. А; = À, car obtenir une seule boule blanche (la réalisation de 
l'événement 43) implique l'obtention d'une seule boule noire, donc cela revient à 
la réalisation de l'événement Ал, et vice-versa. On peut obtenir le même résultat 
de l'égalité des ensembles d'épreuves rattachées aux événements. 


Les paires d'événements suivants sont compatibles : 


{А» Аз}, {А» A.J, (As, Aa}, 
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car ils peuvent se réaliser simultanément. 


Les paires d'événements suivants sont incompatibles: 


(Ai А), (41,43), (A1, Аз}, 


car ils ne peuvent pas se réaliser simultanément. 


Les événements A, et А» sont contraires, car obtenir deux boules noires 
(la réalisation de l'événement А) implique l'impossibilité d'obtenir au 
moins une boule blanche, c'est-à-dire la réalisation de l'événement Аз 
et réciproquement, 


Les relations Аз С A4 et A4 С Аз sont immédiates. La relation A3 С 
A2 découle du fait que chaque fois qu’on obtient une seule boule blanche 
(la réalisation de l'événement As), l'événement Аз (obtenir au moins 
une boule blanche) se réalise aussi. Parce que A4 = Аз, on a A4 C Аз. 


On peut arriver aux mêmes résultats en considérant les ensembles 
d'épreuves rattachées aux événements. 


On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nombres 
naturels. Soit A l'événement "le nombre choisi est impair". Que 
représente l'événement A ? 


Solution. “Le nombre choisi est pair" est l'événement contraire Ar. 


. Soit Q = {1,2,3,4} et A = (1,2,3). Trouver les événements B de 


sorte que 
i) (1) G B. 
ii) B C A. 
Solution. i) 
{1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3}, (52, 4), {1,3,4}, (1, 2,3, 4). 
ii) 
8, (1), {2}, {3}, (1.2), {1,3}, {2,8}, 0,2,3]. 
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7. On contróle la qualité de dix produits. Soit A l'événement "au moins un des 


produits est défectueux" et B l'événement "au plus deux des produits sont bons". 
Décrire les événements A" et B^. 


Solution. A^ est l'événement "tous les produits contrólés sont bons", tandis 
que B° est l'événement "au moins trois produits sont bons". 


Soit Q = fa, b, c], А = {a} et B = {b}. Énumérer les éléments des événements 
suivants : 


i) Ae, 

ü) Be, 

iii) AU B, 

iv) An B, 

у) A° n В, 

vi) Zen (Au В). 
Solution. i) A* = {b,c}, 
ii) B° = {a,c}, 

ш) AU B = (a,b), 

iv) An B = 0, 

v) Ап B° = (c), 

vi) A^ n (AU B) = {b}. 


9. Dans l'ensemble des polynómes de degré plus petit que ou égal à # et dont les 


coefficients appartiennent à lensemble des nombres entiers de l'intervalle 
[—5 000, 5 000], on choisit au hasard un polynôme, disons Р(х). Soit A 
l'événement "P(x) est divisible par le binôme x — 1” et soit B l'événement 
"la dérivée P'(x) est divisible par le binôme x -/". Décrire les événements А П B 
et A U B. 


Solution. L'événement A C B signifie que le polynóme P(x) ainsi que sa dérivée 
P'(c) sont divisibles par le binôme x — 7, autrement dit, le polynôme Р(х) admet 
1, au moins, comme racine double. 


L'événement A E B signifie que P(1) = 0 ou P' (1) = 0, c'est-à-dire que 1 est une 
racine pour le polynôme P(x) ou P'(x), ou pour les polynómes P(x) et P'(x). 
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10. Trouver des expressions plus simples pour désigner les événements : 


11. 


i) (Au B)n (AU B°), 
ii) (AU B)n (AU B)n (Au B°), 

iii) (AU B)n (BUC). 

Solution. i) AU (BN B°) = AUO = A, 

ii) (Ап) B)n (AUB*) = BN(AUBS) = (BnA)U(Bn B?) = BNA, 
ш) (Au B)n (CU B) = (An C)U B. 

Soit A, B, C trois événements quelconques. Exprimer les événements suivants. 
Parmi A, B, C : 

i) A seul se produit. 

ii) A et B se produisent mais non C. 

iii)Les trois événements se produisent en méme temps. 

iv) Au moins un des événements se produit. 

v) Au moins deux des événements se produisent. 

vi) Un et un seulement se produit. 

vii) Deux et deux seulement se produisent. 

vii) Aucun événement ne se produit. 


Solution. i) А N B^ n C". 


i) An BnC*. 
iii) AN BNC. 

iv) AU BUC. 

v) (ANBNCE)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC). 
vi) (An BenCe)u(4*n В п С°уы (AN B'nC). 

уй) (An Bn C*) u(An Benc)u(Asn В п С). 

viii) Aën B° n Се. 


12. Une machine a produit n pièces. Soit А; l'événement "la і-іёте pièce est 


défectueuse", i = 1,... л. Écrire les événements suivants : 


i) B, - "aucune pièce n'est défectueuse". 
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ii) B- "au moins une pièce est défectueuse". 

iii) B3 - "une seule pièce est défectueuse". 

iv) B4- "deux pièces sont défectueuses". 

у) В; - "au moins deux pièces sont défectueuses". 


vi) Be- "au plus deux pièces sont défectueuses". 


Solution. i) 
5 = t 
Zelt 
ii) 
њуд 
i=1 
iii) 


B,=|J(Atn nat nA nahi n. 0 AS). 


i=1 
iv) 


В, = U (Ain... n AL Aer Аў п 
n 
NAS ПА АЕ nn AS). 


v) Bs = Be N Bš. 
vi) Bs = B, Ú Bs Ú Ba. 


13. On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nombres 
naturels. Soit À l'événement "le nombre choisi commence par le chiffre 
3 et soit B l'événement "le nombre choisi finit par le chiffre 5. Que 
représente l'événement A \B ? 


Solution. On a AN В = A П В", donc le nombre choisi doit commencer 
par le chiffre 3 et finir par tout chiffre différent de 5. 
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14. On choisit au hasard un nombre parmi les 5 000 premiers nombres 
naturels. Soit À l'événement "le nombre choisi est divisible par 2" ; B 
l'événement "le nombre choisi est divisible par 3" ; C l'événement "le 
nombre choisi finit par le chiffre 0". Décrire les événements : 


i) Cn (AU B). 
ii) (An BjuC. 
ш) (An C)U (Bn C). 


Solution. i) Le nombre choisi finit par O et il se divise par 2, par 3 ou 
par 6. 


ii) Le nombre choisi est divisible par 6, ou se termine par 0, ou est 
divisible par 6 et se termine par 0. 


iii) Le nombre choisi est divisible par 2 et finit par О, ou le nombre 
choisi est divisible par 3 et finit par 0, ou il est divisible par 6 et finit par 
0. 


15. Que peut-on dire des événements A et B d'un méme espace 
d'événements si : 


i) A\ B = 0? 
ii) A\ B 20? 
ш) AN B = AU B? 
iv) A\ B = A? 
v) AN B = В? 


Solution. i) Il est certain que l'événement A est réalisé et que l'évé- 
nement В ne l'est pas, donc À est l'événement certain, А = Q et B est 
l'événement impossible, B = 0. 


ii) I1 est impossible que l'événement À soit réalisé et en même temps 
que l'événement В ne le soit pas, donc si А est réalisé, B l'est aussi, 
donc AC B. 


iii) Dire que les événements À et D sont réalisés en même temps, c'est 
dire que À est réalisé ou B est réalisé, donc А et B sont équivalents, 
А = B. 


iv) Dire que l'événement А est réalisé et l'événement B ne l'est pas, 
c'est dire que l'événement À est réalisé, donc les événements À et B ne 
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sont jamais réalisés en même temps, par suite les événements À et B 
sont incompatibles, An B = 0. 


v) Dire que les événements A et B sont réalisés en méme temps, c’est 
dire que l'événement B est réalisé, donc si l'événement B est réalisé, 
l'événement À l'est aussi, et par suite B C A. 


Montrer les relations de De Morgan! 

i) (AU By = Aen B°. 

ii) (An BY = A*u B°. 

Solution. i) L'événement AUB se réalise si au moins un des événements 
A ou B se réalise; par conséquent, l'événement contraire (А U B)" sig- 


nifie la non réalisation tant de А que de B, donc la réalisation de A" 
et de B°, c'est-à-dire, de l'événement A° N B°, d'où 


(Au BY € 4n B°. (1.1) 


L'événement Ae N B° signifie la non réalisation de l'événement А et la. 
non réalisation de l'événement B, par conséquent, la non réalisation. 
de l'événement А U B, donc la réalisation de son événement contraire 
(Au By, d'où 

A*n B° C (AU By. (1.2) 
De (1.1) et (1.2) on obtient l'égalité demandée en i). 
ii) L'événement AN B se réalise si les événements Aet B se réalisent; par 
conséquent, l'événement contraire (AN B)^ signifie la non réalisation 


d'au moins un des événements A ou B, donc la réalisation d'au moins 
un des événements Ас ou B°, c'est-à-dire, de l'événement A*U B°, d'où. 


(An B) C AU B°. (13) 


L'événement A* U B° signifie la non réalisation de l'événement А ou 
la non réalisation de l'événement B, par conséquent, la non réalisation 
de l'événement AN В donc la réalisation de son événement contraire, 
(An By, d’où 

AU B° C (An By. (1.4) 


De (1.3) et (1.4) on obtient l'égalité demandée en ü). 


lAugustus De Morgan (1806-1871), mathématicien et logicien britannique. 
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17. Montrer que 
i) (Ап B^ = AU B. 
ii) (CU р = C n D. 


Solution. i) L'événement A^ N В“ signifie la non réalisation de l'événement A et 
la non réalisation de l'événement B et par conséquent, l'événement contraire de 
cet événement à savoir (A^ п B°) signifie la réalisation au moins d'un des 
événements À et B, donc 


(д п B^* c AU B. (1.5) 
D'autre part, si l'événement À U B se réalise, donc au moins, un des événements 


A et B, alors l'événement A" N B° ne se réalise pas, ce qui implique que 
l'événement (A* N B°) se réalise, et 


AU B c (A° n Bey. (1.6) 
De (1.5) et (1.6) on obtient l'égalité désirée. 
ii) En posant dans l'égalité i) A = C et B^ = D, on obtient 
(C Dy = C*U D°, 
d'où en passant aux événements contraires, 
C n D =(C*U Der, 


Ce problème peut être résolu d'une autre façon en tenant compte des relations de 
De Morgan et du fait que (A) = A. 


18. Montrer que les relations suivantes 


AC B; ВС А; AUB- В; ANB=A 


sont équivalentes.? 
Solution. Montrons d'abord que les relations А С B et B° C A 
sont équivalentes. Soit A C B, alors la réalisation de A implique la 


?Deux relations R1 et Rz sont équivalentes si le fait que Bu soit vraie entraîne que Rz 
est vraie et réciproquement. 
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réalisation de B et si B° se réalise, alors À ne peut pas se réaliser, c’est 
donc Ае qui se réalise dans ce cas et donc, 8° C А. 


Supposons maintenant que B^ C A, alors la réalisation de B° implique 
la réalisation de AG et si À se réalise, alors B^ ne peut pas se réaliser, 
donc c'est B qui se réalise dans ce cas et par conséquent, А C B. 


Montrons maintenant l'équivalence des relations АС B et AUB = 
B. Supposons que А C B et montrons que AUB C B qui avec 
l'implication évidente B C AU B donnera AU B = B. Si AU B se 
réalise, alors B ou À se réalise et parce que À C B, l'événement B se 
réalise, donc dans toute situation A U B C B. 

Soit maintenant A U B = B. On a alors A C AU B = B, donc A C B. 
Montrons maintenant l'équivalence des relations À C B et An B = A. 
Soit d'abord А C B, alors À С An B et parce que An B C A il 
s'ensuit AN B = А. Supposons que AN B = À, alors de AN B C B, 
il s’ensuit À C B, donc l'équivalence désirée. 

Parce que les relations B^ C A* et AU B = B sont équivalentes avec 
la relation À С B, il s'ensuit par transitivité qu'elles sont équivalentes, 
De façon analogue, parce que les relations B^ C Ас et AN B = A sont 
équivalentes avec la relation À C B, il s'ensuit par transitivité qu'elles 
sont équivalentes. 

Le méme raisonnement montre que les relations AUB = B et АПВ = A 
sont équivalentes. 

Montrons d'une autre façon l'équivalence des relations AUB = B et An 
B = A. Soit AU B = B, alors parce que А = An (BU AY), il s'ensuit 
А = An B. Réciproquement, soit maintenant А = AN B alors de 
B= Bu(AnBy' il s'ensuit B= BU A= AUB. 


Montrer l'équivalence des relations suivantes: 


АпВ= 0; Ас Bs; Вс А. 


Solution. Montrons que les relations A N B = 0 et А С B° sont 
équivalentes. De An B = Ø découle que les événements А et B sont 


3La propriété d'absorption, voir problème 13 ii), Section 1.3. 
#La propriété d'absorption, voir probléme 13 i), Section 1.3. 
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incompatibles. Supposons que À se réalise, alors B ne peut pas se 
réaliser et par conséquent, c'est B^ qui se réalise et ainsi, À С B°. 
Réciproquement, soit À C B° et supposons que À se réalise, alors B° 
se réalise aussi et par suite, B ne peut pas se réaliser, autrement dit, 
les événements À et B ne peuvent pas se réaliser simultanément, donc 
АПВ = 0. 


Montrons que les relations А С B° et В С А sont équivalentes. Soit 
A С B* alors si A se réalise B ne peut pas se réaliser et par conséquent, 
si B se réalise alors А se réalise aussi, donc B С A‘. Réciproquement, 
soit B C A, alors si B se réalise, А ne peut pas se réaliser et par suite 
si À se réalise alors B^ se réalise aussi, donc À C B*. 


Parce que les relations Ап B = ñ et A C B° sont équivalentes, et 
puisque les relations À C B* et B C A* sont équivalentes, il s'ensuit, 
par transitivité, que les relations ANB = ñ et B С А sont équivalentes. 

20. On considère l'expérience qui consiste à tirer une boule d'une urne contenant 
4 boules blanches numérotées 1, 2, 3 et 4, et une boule noire numérotée 5. 


i) Décrire l'espace probabilisable relié à cette expérience. 
ii) Combien d'événements y-a-t-il dans l'espace des événements ? 
iii)Énumérer les événements élémentaires. 


iv) Énumérer les implications de l'événement (1). 


Solution. i) L'espace probabilisable est (©, A) où Q = (1, 2, 3, 4, 5} et A = P(Q) 
est donc donné par l'ensemble 


le {k}, [i j}, [i j, k}, [i j, k, V, (, 2, 3, 4,5) } 


où i, j, k, I prennent indépendamment les valeurs de 1 à 5, mais avec la restriction 
que dans le cadre d'un méme groupe tous les indices soient différents et deux 
groupes avec le méme nombre d'indices différent au moins par un indice. On a 
noté par {k} la sélection de la boule numérotée k, par fi, j la sélection des boules 
numérotées i et j, etc. et (1, 2, 3, 4, 5) = Q représente l'événement certain. 


ii) Le nombre d'événements dans l'espace des événements est 


CHE 


(1), (2), 13), (4), D. 


iv) En plus de {1} C {1}, on trouve 


{1} € {1,2}; (1) {1,3}; {1 
(1) {1,5}; {1}C {123} (1 


} G {14} 
} Є (1,2, 
41) G {12,5} {1}C{LS34}h {1}C {1,3,5 
} © {1,2, 
}С {1,2, 


Bi 


Б 


{1} C (1,4, 5); (1) C {1,2,3,4}; {1 x 
3,4, 5}. 


{1} € {1,2,4,5}; {1} € (53,455 {1 


1.3 Problèmes proposés 


1. On lance deux pièces de monnaie (une de 1 cent et une de 10 cents) et on 
considère les résultats qui apparaissent, 


i) Quelles sont les épreuves de l'expérience ? 
ii) Soit les événements ` 
A, - "l'apparition d'une face sur une des pièces de monnaie", 
A, - "l'apparition de face sur la pièce de 10 cents". 
Les événements A, et À, sont-ils compatibles ou incompatibles? 


2. D'une urne contenant 20 boules dont 6 sont blanches et 14 sont noires, on extrait, 
au hasard sans remise, deux boules. Soit A l'événement "parmi les deux boules 
choisies, il y a au moins une boule blanche" et B l'événement "les deux boules 
sont blanches'. Les événements À et B sont compatibles ou incompatibles ? 
S'agit-il d'événements élémentaires ou composés ? 


3. On lance un dé, Notons A l'événement "l'apparition de la face 1 ou 4" et B 
l'événement "l'apparition de la face 2 ou 3 ou 5 ou 6." Quelle est la relation entre 
les événements A et B ? 


4. On pige 10 pièces d'un lot de pièces fabriquées par une machine. Représentons 
par A l'événement "toutes les pièces choisies sont bonnes" et par B l'événement 
"au moins une piéce est défectueuse. Quel est le type d'événement de 
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i) AUB, 
ii ANB? 


5. Deux étudiants jouent une partie d'échec. Soit À l'événement "le premier étudiant 
gagne la partie" et soit B l'événement "le deuxième étudiant gagne la partie". La 
partie se termine sur une nulle, 


i) Est-ce qu'un des événements A ou B s'est réalisé ? 
ii) Écrire l'événement réalisé en utilisant les événements A et B. 


6. Soit О = (a, b, c, d), А = (a, b) et B = (d). Énumérer les éléments des 
événements suivants : 


i) A 
ü) АОВ“, 
iii) A n B, 
iv) A^n B. 
7. On lance un dé deux fois de suite. 
1) Préciser les événements suivants : 
A, - "on obtient la face 1 suivi d'un nombre pair", 
А» - "la somme est 5" ; 
Аз - "les deux chiffres obtenus sont égaux", 
ii) Que pouvez-vous dire des événements À, B, C tels que 
A est réalisé quand A, et A, sont réalisés, 
B est réalisé quand A; et Аз sont réalisés, 
C est réalisé quand А» est réalisé et que A, ne l'est pas. 


8. L'espace échantillonnal Q étant un jeu de 52 cartes. Soit 7 le sous-ensemble des 
tréfles, Q celui des carreaux, C celui des coeurs, P celui des piques, N celui des 
cartes nobles (dix, valet, dame, roi et as). Décrire les sous-ensembles suivants et 
donner le nombre d'éléments qu'ils contiennent : 


DTNN, 
ii) (TN P) U N, 


22 


9. 


Chapitre 1. Espace fini d'événements 


iii) (T n Q) U N°, 
iv) (Pn С) о (Рп O). 


De l'ensemble des nombres naturels de l'intervalle [1, 499] on choisit au hasard 
un nombre. Soit A l'événement "le nombre choisi est divisible par 5" et soit B 
l'événement "le nombre choisi se termine par le chiffre 0", Décrire l'événement 
A\B? 


10. On écrit au hasard un polynôme, disons P(x), de l'ensemble des polynômes dont 


11. 


12. 


13. 


14. 


les coefficients sont des entiers de l'intervalle [-10, 20]. Considérons les 
événements : 

A, - "le polynôme Р(х) est divisible par x — 2", 

Аз - "le polynôme dérivé Р(х) est divisible par x = 2", 

Аз - "la dérivé seconde P"(x) est divisible par x — 2”, 

B - "2 est au moins une racine triple du polynôme P(x)", 

C - "2 est une racine double pour le polynôme Р(х)". 


Exprimer les événements B et C à l'aide des événements A;, i = 1, 2, 3. 


Montrer les propriétés de distributivité: 
i) AU(BnC)- (AU B)n (AUC), 
ii) An(BUC) = (An B)U (Ап С). 
Montrer les propriétés d'idempotence: 
i) AUA = A, 

i) АПА = A. 


Montrer les propriétés d'absorption: 
i) AU(BnA) = A, 
i) An (BUA)- A. 


Trouver, en fonction des événements À et B, l'événement C de 


(Cu AY (Со A*Y = B. 


1.3. Problëmes proposés 23 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Montrer que 
i) (4U BUCY = Aën B*n Ce, 
ii) (An Bn CY = AS U В° Cs, 


її) (Ü А) = А AS, 
i=l i=l 

iv) (À А) = U А. 
i=1 i=1 


Montrer que 


i) AU (да) = au 5), 
i=l il 


ii) An (0а) = Ј/АпВ). 
i=1 


i=l 


Montrer que 


A\ JÌ B: = Ut вд. 


i=1 i=1 
Montrer que 
i) A\B=A\(ANB), 
ii) A\B=(AUB)\B, 
ñi) AN(AVC) = ANO, 
iv) (AU BAC = (AV C) U (BN O), 
v) An (BXC) = (An В)\ (Ап С). 


Montrer que si les événements À et C sont incompatibles alors 
А\(В\ С) = А\В. 
Montrer que 


i) (AU B) N (Au В) п (AU В) п (AS U В) = 0, 
ii) (An В) U (An В°) U (Ап В) u (Ап B°) = О. 


21, 


22, 


23, 


24, 
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On lance une pièce de monnaie. Décrire l'espace des événements rattachés à cette 
expérience, 


Décrire l'espace des événements rattachés à l'expérience qui consiste à lancer un 
dé. 


Décrire l'espace des événements rattachés à l'expérience qui consiste à lancer 
simultanément une pièce de monnaie et un dé et à observer les faces supérieures 
présentées après le lancer, 


Décrire l'espace des événements rattachés à l'expérience suivante : on écrit un 
nombre de deux chiffres choisis au hasard, parmi les chiffres 1, 5, 8. 


1.4 Indications et réponses 


1. i) Les épreuves sont : 


2. 


° sur les deux pièces apparaissent des piles, 
° sur les deux pièces apparaissent des faces, 


° sur la pièce de monnaie de 1 cent apparat pile et sur la pièce de monnaie 
de 10 cents apparat face, 


° sur la pièce de monnaie de 1 cent apparat face et sur la pièce de monnaie de 
10 cents apparat pile. 


Symboliquement on peut écrire (P, P), (F, F), (P, F), (F, P). 


ii) A, et À: sont des événements aléatoires, car en effectuant l'expérience, ils 
peuvent ou non se produire. Ce sont des événements composés, car chacun peut 
être réalisé par plusieurs épreuves. Les événements A, et A; sont compatibles, саг 
ils peuvent se produire simultanément par l'épreuve (F, F). 


A et B sont des événements compatibles, car ils peuvent se produire en méme 
temps, à savoir quand on extrait de l'urne deux boules blanches. A et B sont des 
événements composés. 


Les événements A et B sont contraires, car si A se réalise, alors "B ne peut pas se 
réaliser et réciproquement, В = А° et А = B°. Les événements A et B sont 
incompatibles. 
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4. i) Événement certain. 
ii) Événement impossible. 
5. i) Non. 
ii) A^ N B° = (A U BY. 
6. i) A^ = fe, d), 
ii) AUB = (a, b, c), 
iii) AN B-6, 
iv) AN B = (d). 


7. D'abord l'espace échantillonnal < contient 36 événements élémentaires, à savoir 
les couples (a, b) de nombres compris entre 1 et 6. 


DA= {(1, 2), (1,4), (1, 6)}, 
As = ((1, 4), (2,3), (3,2), (4,1)), 
A3 = {(1,1), (2,2), ..., (6,6)1. 


ii) A = ((1, 4), donc A est un événement élémentaire, il se réalise quand on 
obtient la face avec 1, puis un nombre pair et la somme est 5. 


B = 6, car la somme de deux nombre égaux ne peut être 5, donc B est 
l'événement impossible. 


C = {(2, 3), (3, 2), (4, D}, car la somme est 5 et on n'a pas obtenu un 1 suivi d'un 
nombre pair. 


8. i) TN N contient 5 cartes, les cartes nobles de trèfles. 


ii) Notons que T N P = 0, donc (TN P) U N = N contient 20 cartes, 
toutes les cartes nobles de trèfies, de carreaux, de coeurs et de piques. 
iii) Notons que TAQ = 0, donc (T NQ) U N° = N° contient 32 cartes, 
toutes les cartes autres que les cartes nobles. 

iv) Puisque P C Cet C C Ps, on a (Pn С) U (Pen C) = РОС 
qui contient 26 cartes, toutes les cartes de piques et toutes les cartes 
de coeurs. 


9. Le nombre naturel choisi doit se terminer par le chiffre 5, car il est 
divisible par 5. Mais il ne peut pas se terminer par 0, 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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В = Ain A N Аз, 


i) La réalisation de l'événement А U (B n C) signifie la réalisation 
l'événement A ou des événements B et С, ce qui implique la réalis 
tion des événements À ou B ainsi que la réalisation des événemer 
А ou C, donc de l'événement (A U B) n (AU C) et par conséque 
AU(BnC)c (Au В) п(АЧС). 

Réciproquement on montre que (AU B)N(AUC) G AU(BnC), d 
il s'ensuit A U (BNC) =(Au B)n (AUC). 


ii) Se démontre de la même façon qu'en i).5 


i) La réalisation de l'événement AU A signifie la réalisation de l'évér 
ment À, donc AU AG A. 


Réciproquement, la réalisation de l'événement À implique la réalisati 
de l'événement AU À, donc À C AU A et donc AU A = А. 


ii) Il en est de méme pour le point i) mais pour les implications ANA 
Aet AC ANA. 


i) La réalisation de l'événement A U (B n A) signifie la réalisation 
l'événement А, ou de l'événement А et B, donc dans toute situatic 
la réalisation de l'événement А et par conséquent AU (B n A) С А. 


Réciproquement, la réalisation de l'événement A implique la réali: 
tion de l'événement AU (B n A), donc Ас AU (B n. A) et par su: 
AU(Bn A) = A. 

ii) Il en est de méme pour le point i) mais pour les événements À 
(Bu A) e A. 


On passe aux événements contraires et on utilise la distributivité. € 
obtient C — B*. 


"En interprétant les événements comme des sous-ensembles des épreuves par lesquelles ils se 
réalisent, résoudre ce probléme comme les suivants de méme type, revient à démontrer l'égalité 
d'ensembles. Pour habituer le lecteur au raisonnement propre à la théorie des probabilités nous 
avons préféré des démonstrations telles que proposées. 
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15. i) L'événement A U B U C signifie la réalisation d'au moins un des événements 
A, B, C, son contraire, (A U B U CT signifie la réalisation du A^ N B^ DC, donc 


(Au BuCyY c A NB NC". 
De façon analogue on montre l'implication inverse, d'où l'égalité désirée. 
ii) On procéde comme pour le point i). 


iii )On utilise la preuve par récurrence. Pour le cas à deux et trois événements on 
vérifie les relations du probléme 16 i), Section 1.2, et du point i) du présent 
probléme. 


On suppose l'égalité vraie pour (n — 1) événements, c'est-à-dire 


n-1 ° onei 
( Aj = n AS. 
i=l i=l 


On montre maintenant que l'égalité est vraie pour n événements. On 


(94) - (e)a) 
(Ua) n^ 


I 


i=l 


Il 


Il 


Il 


donc l'égalité est vraie pour tout nombre naturel z, 


iv) On procède comme pour le point iii). 


16. Se démontre par récurrence tout en utilisant les propriétés de distributivité des 
opérations U et N. 


17. 


18. 
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AN (BiA BaN NAB, Y 


- an (Ùa) 


i=1 


1 


А\ (18; 
il 


= U(anBn 
4=1 

= U(4\ Ву). 
4=1 


i) La réalisation de l'événement А \ В signifie la réalisation де А et 
Ја non réalisation de B, donc l'événement А ñ В пе se réalise pas 
non plus et par conséquent, l'événement А \ (A n B) se réalise, d’où 
AX BC AX(An B). 

Réciproquement, la réalisation de A X (A ñ B) signifie la réalisation de 
l'événement A et la non réalisation de l'événement A f! B, donc la non 
réalisation de B et par conséquent la réalisation de l'événement A N B. Donc 


AX(An B) C A\ B. 
ii), iii) se démontrent de la même façon que i). 


iv) L'événement (A U B) \ C signifie la réalisation de A U B et la non réalisation 
de C, donc la réalisation de (A X C) О (B \ C), par conséquent 


(AUB)\CC(A\C)U(B\C). 
Réciproquement, (A \ C) U (B \ C) signifie la réalisation de À et la non 


réalisation de C, ou la réalisation de B et la non réalisation de C, donc la 
réalisation de А ou B et la non réalisation de С, donc 


(А\ суш (BXC) € (AU В) \ C, 


d'oü 
(AUB)\C=(A\C)U(B\C). 


v) On le montre de la même façon que le point iv). 
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19. 


20. 


21. 


22. 


A\(B\C)= А\(ВпС°) = Ап (BnC*y = An(B UC) = 
(An Ве) U (А п C) = А\ В, car АПС = 0. 


i) Оп applique la propriété de distributivité et on trouve 
(AU(BnB°)n(Asu(BnB°%)=(Au0)n(Asu0)=AnA = 0. 
li) De façon analogue au point i). 
Notons par P et F les épreuves pile et face respectivement. On a 
A=P(Q) = (0, (P (F). 0), 

où = {P, F}. Il y a 22 = 4 événements. 
L'espace d'événements sera 

A = P(Q) = (0, {k}, (53h {i j, k}, (55 k, П, IU P k, і, m), 9}, 
ici i, j, k,1, m prennent indépendamment toutes les valeurs de 1 à 6, (voir la 
restriction faite dans le problème 20, Section 1.2). On a noté par {k} l'apparition 


de la face avec k points, par (i, j} l'événement qui signifie l'apparition de la face 
avec i points ou de la face avec j points, donc (i, j} = (i) U {j}, etc. 


6 
Hyal+ >` (5) = 25 = 64 événements. 
s=1 


23. D'abord l'espace échantillonnal sera © = ©, x Q», c'est-à-dire le produit cartesien 


de l'espace échantillonnal Q, = (P, F), rattachés à l'expérience qui consiste à 
lancer une pièce de monnaie, (voir problème 21) et de l'espace échantillonnal Q5 
= {1, 2, 3, 4, 5, 6}, rattachés a l'expérience qui consiste à lancer un dé, (voir 
problème 22), donc 


a= Í (P, 1), (P, 2), (P,3), (Р, 4), (Р, 5), (Р, 6), ) 
(F,1),(F,2), (Е,3), (F, 4), (F, 5), (P, 6) 


L'espace d'événements sera А = P (Q). 


8 
Пуа1+ у, C) = 28 = 256 événements. 
з=1 
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24. D'abord l’espace échantillonnal sera Q = (15, 18, 51, 58, 81, 85}. Le 
nombre d'épreuves est A8 = 6 où A3 représente le nombre d'arrange- 
ments que l’on peut former en choisissant 2 objets parmi 3 en tenant 
compte de l’ordre de sélection. 


L'espace d'événements sera А = P (Q). 


6 
Пуа1+ У (9) = 25 = 64 événements. 
azl 


Chapitre 2 
Espace fini de probabilité 


2.1 Notions de base — Définitions et propriétés 


2.1.1 Définition classique de probabilité 


Considérons une expérience dont l'espace échantillonnal Q compte n épreu- 
ves, toutes également vraisemblables. Soit À C О un événement quelconque 
(rattaché à l'expérience) qui peut se produire par la réalisation d'une épreuve 
parmi m épreuves, m < n. 

Définition 1. Relativement à une expérience aléatoire, la probabilité de 
l'événement A est le nombre 


m 
= —, 


P(4 =Z 


où m est le nombre d'épreuves qui réalisent А et л le nombre total d'épreuves dans 
l'espace échantillonnal © rattaché à l'expérience. Ainsi P(A) est le rapport entre le 
nombre de cas favorables à la réalisation de l'événement A et le nombre de cas 
possibles, tous cas possibles étant également vraisemblables, 


Pour calculer la probabilité d'un événement quelconque A, il faut donc déterminer 
le nombre de 


e cas favorables, c'est-à-dire, le nombre d'éléments de l'ensemble des épreuves 
rattachées à l'événement A, 


e cas possibles, c'est-à-dire, le nombre d'éléments de l'ensemble des épreuves 
rattachées à l'événement certain ©, 


La probabilité P(A) est le rapport de ces deux nombres. 
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On pourrait aussi écrire 


_ card(A) 
P(A) = card(Q)' 


où card(A), card(S2) représentent la cardinalité respective des ensembles A et Q. 


Remarque 2. On peut utiliser cette définition classique ou fréquentiste de probabilité 
seulement pour les expériences où les événements élémentaires sont éguiprobables, 
c'est-à-dire également vraisemblables. 

On dit que les épreuves sont éguiprobables, c'est-à-dire que les probabilités des 
événements élémentaires sont égales, 

La probabilité d'un événement élémentaire d'une telle expérience est Lin 

(n étant le nombre total d'épreuves). Cette probabilité est la même pour tout événement 
élémentaire, car le nombre de cas favorables est nécessairement égal à 1. 
Exemple 3. Quand on lance une piéce de monnaie bien équilibrée, on présume que les 
épreuves "pile" et "face" sont également possibles. Dans ce cas les probabilités 
classiques seraient 1/2 pour les événements élémentaires, On dit que ces événements 
sont équiprobables. 

De méme, quand on lance un dé bien équilibré, les différents résultats 
possibles sont tous également probables et les probabilités pour les événements 
élémentaires sont toutes 1/6. 

Remarque 4. En considérant la définition 1, on constate que la notion de probabilité 
d'un événement a les propriétés suivantes : 


1. 0 < P(A) < 1 ; car 0 < m < n. 


2. P(Q) = 1; car dans cette situation tous les cas sont favorables et ainsi 
m = n. 


3. P(AUB) = P(A)+ P(B) si les événements À et B sont incompatibles, 
c’est-à-dire, AN B = 0. 


4. P(A)=1- P(A). 
5. P(0) = 0. 
6. P(A) < P(B) si AC B. 
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2.1.2 Définition axiomatique de probabilité 


Définition 1. Une mesure de probabilité, ou une probabilité P définie sur un espace 
probabilisable (©, A) est une fonction P : A — R qui associe à tout événement À de A 
un nombre réel P(A), A — P(A) qui satisfait les axiomes suivants :! 


1. P(A) > 0 pour tout événement A € A; 
2. P(Q) = 1, О étant l'événement certain; 
3. P(AU B) = P(A) + P(B) pour tout A, B € А avec АПВ = 0. 


Remarque 2. L'axiome 3 peut étre étendu, par récurrence, à tout nombre 
fini d'événements incompatibles deux à deux; ainsi, pour А; А; = 0, ï Á 
j; t,j=1,...,k, опа 


k k 
P (Ua) = 2. PA 


Remarque 3. Soit Q = {ur,...,w,} et soit À € А. Si А = (ui... ui), 
alors 
P(A) = P((ua])) + + P({ux,}) 


et pour connaître la probabilité de tout événement А € À il suffit donc de 
connaître les probabilités des événements élémentaires, 


р = P({un}), ---, Pn = Plus, 


ойр; > 0, i= 1,... n et p +++ + p, = 1. 
Définition 4. La distribution de probabilité attachée à l’espace échantillon- 
nal О = {un,...,w,} est le schéma 


(um) 
pee 
où p; = Pla 2 0, i= 1,...,met p +->> + p, = 1. 


Cette définition axiomatique de probabilité a été donnée en 1933 par Andreï Nikolaievitch 
Kolmogorov (1903-1987), mathématicien russe. 
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Pour tout À € A, P(A) est la somme des probabilités des événements élémentaires 
qui composent l'événement A. 


Signalons que la définition classique de probabilité satisfait bien sür tous les 
axiomes de la définition axiomatique car on obtient la première de la seconde comme 
cas particulier où pj =-=p,=1/n 


2.1.3 Espace probabilisé 


Définition 1. Un espace probabilisé est un triplet (©, А, Р), où (Q, A) est un espace 
probabilisable, et P est une probabilité sur (Q, A). 


Définition 2. Un systéme complet d'événements est un ensemble d'événements 
(Aci к= 1,..., m] qui satisfait les conditions suivantes ` 


1. Ax #0, k=1,...,m, 
2, Ak nA; = 0, k# J; kj =1,.... m; 


m 
з. JA, = Q. 
k=1 
En fait un système complet d'événements est une partition de 52 en événements 
disjoints. 
Il s'ensuit que si les événements (A, ; k = 1, ... , m} forment un système complet 


d'événements alors 


1= P(Q) = P (Ü ^) = Y PAS. 
k=1 k=1 


Remarque 3. L'ensemble de tous les événements élémentaires associés à une 
expérience forme un systëme complet d'événements. 


2.1.4 Probabilité conditionnelle 
Soit À un événement tel que P(A) > 0. 


Définition 1. On appelle probabilité conditionnelle de l'événement B par rapport à 
l'événement À, ou encore, la probabilité de B étant donné À, le nombre 


Pa(B) = P(B| A) = a (2.1) 
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Si P(B) > 0 alors on peut définir, de façon analogue, la probabilité condi- 
tionnelle de l'événement А par rapport à l'événement B, à savoir 


Pei Ai = P(A| B) = 2 (2.2) 
Des formules (2.1) et (2.2), on tire 
P(An B) = P(A)P(B| A), et P(An B) = P(B)P(A| B), 
d'oü 
P(A)P(B|A) = P(B)P(A| B). 


Cette formule fait le lien entre les probabilités conditionnelles réciproque pour deux 
événements. 


Notons que la probabilité conditionnelle satisfait aux axiomes de la définition 1, de 
2.1.2, donc elle est également une probabilité sur (©, A). 


On peut interpréter la probabilité conditionnelle P(B | A) comme la probabilité de 
l'événement B sachant que l'événement A s'est réalisé. 


En comparant les probabilités P(B) et P(B | A), on peut déterminer si la réalisation 
de lévénement A influence ou non la réalisation de l'événement B, ce que nous 
abordons maintenant. 


2.1.5 Événements indépendants 
Définition 1. Deux événements A, et А» sont indépendants si 
P(A1N Az) = P(A))P(Aə). 


Remarque 2. Si Р(А,) > 0 et P(A3) > 0 et les événements A, et Аз sont 
indépendants alors 


Р(А | Аз) = P(A1) et P(A; | Ai) = P(A2), 
et réciproquement, si P(A; | Аз) = P(A1) ou Р(А | Ai) = Р(А»), alors les 
événements A, et A2 sont indépendants. 
Définition 3. Les événements (A, ; k = 1,...,n) sont indépendants si 
Pä n: Ag) = P(Ar,) ``" Pä) 


pour tous indices 1 < k, < s: < k, < n. 
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Définition 4. Les événements (A, ; k = 1,...,n) sont mutuellement indé- 
pendants, ou encore, indépendants deux à deus, si 


P(Ai Aj) = Р(А)Р(А;), 


pour tous indices š, ў tels que 1 < ü, j < n et i £ j. 

Évidemment, si les événements (A, ; k = 1,...,n} sont indépendants, 
alors ils sont aussi mutuellement indépendants. 

L'exemple suivant montre que la réciproque de cette affirmation n’est pas, 
en général, vraie. 
Exemple 5. Considérons un tétraèdre dont les faces sont colorées de la façon suivante: 
une face est blanche, une face est noire, une face est rouge et la dernière face 
comprend les trois couleurs. On lance le tétraèdre sur une table et on regarde la 
couleur de la face sur laquelle le tétraèdre est tombé. Soient les événements 


A, - "on voit la couleur blanche", 
А, - "on voit la couleur noire", 
À; - "on voit la couleur rouge". 


Notons que P(A)) = Р(Аз) = Р(Аз) = 5. Alors 
P(Ain Aj) = Р(А;)Р(А;), 

pour tout i,j tel que 1 < i,j < 3,1 Á j, donc les événements {Ак ; k = 
1,2,3} sont mutuellement indépendants. Par contre 


Р(А\п Ag Аз) = i Á š = Р(Ау)Р(А»)Р(Аз), 


donc les événements (A, ; k = 1,2,3} ne sont pas indépendants. 
De méme, l'exemple suivant montre que la condition 


Fän. A4) = Pä, P(As), 


n'est pas suffisante à elle seule pour l'indépendance des événements {A4 ; 
k=1,...,n}. 

Exemple 6. Considérons les événements Ау = (un, шз, tus, ws), A» = futz, W4, 
ts, шв}, et Аз = (us, 0,05, w7). Soit p; = P({ux}) et soient py = рг = ps = 
р = Ф, Ds = dp Ds = pz = f. Alors 


P(A n A» n As) = Р(А\)Р(А»)Р(А$). 
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Ona P(A N Аз) = Р(А)Р(Аз) et Р(А»П Аз) = P(A2)P(A3), mais P(A n 
Аз) # Р(А\)Р( А»), donc les événements A, et Аз ne sont pas indépendants. 
Remarque 7. Si les événements (A, ; k = 1,...,n} sont indépendants 
alors les événements (B, ; k = 1,...,n) où By € (Aj Ag], k = 1... n 
sont aussi indépendants. 

Remarque 8. Si les événements (A, ; k = 1,...,n} sont indépendants, 
alors 


2.1.6 Formules de calcul 
1) Probabilité d'une réunion d'événements 


On démontre par récurrence, la formule 


DR Aj) = Y: PA) -JO P(A NA A) A. P(Ain Ain Ak) 
k=1 k=1 


j<k i<j<k 
n 
- (ICD AQ. (2.3) 
kzl 
Pour k = 2, la formule (2.3) revient à 


P(AiU А»)  P(Ai) + Р(Аз) — P(Ai N Аз). 


Si les événements (A, ; k — 1,...,n) sont incompatibles deux à deux, alors 
la formule (2.3) revient à 
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Р(\) Ak) = Y: P(Ay). 
k=1 k=1 


Si les événements (A, ; k = 1,...,n) sont indépendants, alors la formule 
(2.3) revient à 


P(U AJ - 3; P(A) - 35 PA) P(AQ + D. P(A)PCA) Pä) 
k=1 k=1 Zeck icj«k 


+ (I) P(A)--- P(A,). 


2) Probabilité d'une intersection d'événements 


n-l 
On démontre par récurrence que si P (n ^) Æ 0 alors on a la formule 
k=l 
n 
P (А A) = Р(А\)Р(А» A)P(As | Ai п A2) 
k=1 
re P(An| A1 n 0 An). (2.4) 


Cette formule est très utile lorsqu'il s'agit de calculer des probabilités 
d'événements consécutifs. 
Pour k = 2 la formule (2.4) revient à 


P(A1 Aj) = P(Ai))P(A2 | An. 


Si les événements (Ak; k = 1,...,n} sont indépendants, alors la formule 


(2.4) revient à 
P (À A) = [T] Pä. 
k=1 k=1 


3) Probabilité d'une différence d'événements 


On а 
Р(А\ В) = Р(А) - P(An B). (2.5) 


Si B C A, alors (2.5) se réduit à 
P(A\ B) = P(A) — P(B). 
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4) Formule de la probabilité totale 


Si (Aç ; k = 1,...,n) est un système complet d'événements et B est un 
événement quelconque, alors on a la formule de la probabilité totale 


P(B) = P(A)P(B| A) + P(A)) P(B| 42) +-+ + PCA)P(B | A). 


Cette formule est également appelée la règle d'élimination. 
Si P(C) > 0, on a aussi la formule 


Р(В|С) = P(B| Ain C)P(Ai | C) +---+ P(B | A, n C)P(A,|C). 


5) Formule de Bayes 


Si (A, ; k — 1,..., n) est une partition de О, c'est-à-dire un système complet 
d'événements et B est un événement quelconque, alors on a la formule de 
Bayes,? connue aussi sous le nom de la formule des hypothèses ou des causes 
P(A;| B) = _P(A)P(B]A;) . j= 1,...,7. 

D _P(4)P(B] Ar) 

k=l 
On peut appliquer cette formule à la situation suivante. À la suite d'une expérience, un 
événement B peut apparaître. Cependant cet événement peut apparaître comme 
conséquence den événements Ау... , A, qui forment un système complet d'événements 
(c'est-à-dire, B peut apparaitre simultanément avec un et seulement un des événements 
Aj, k = 1, ... , n). Supposons que l'on connaisse les probabilités des événements A... , 
A, (qui s'appellent également probabilités a priori des événements Aj,..., An) et que 
l'on connaisse aussi la probabilité d'apparition de l'événement B comme conséquence 
de l'événement A, c'est-à-dire P(B | Aj), k = 1, ... , n. En supposant qu'à la suite de 
l'expérience l'événement B se soit produit, la formule de Bayes permet de trouver 
séparément pour chaque k = 1,..., п, la probabilité que l'événement A; soit apparue à 
cause de l'événement B, c'est-à-dire la probabilité P(A, V B), k = 1, .., n (les 
probabilités P(Ay | B), k = 1, .. , n s'appellent aussi les probabilités a posteriori des 
événements A1, ... , An). 


En comparant les probabilités P(A} X B) et P(A,) on peut connaitre l'effet de 
l'événement B sur la probabilité de l'événement A, lorsqu'on sait que l'événement 
B s'est produit. 


Thomas Bayes (1702-1761), révérend et mathématicien anglais. 
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2.1.7 Modèles classiques de probabilité 
1) Modèle de Bernoulli ou modèle binomial 


Le modèle de Bernoulli consiste en une expérience qui ne peut produire que deux 
résultats. On peut soit obtenir l'événement À avec probabilité p, ou bien son contraire 
А avec probabilité 1 — p. Si on répète cette expérience n fois, indépendamment et 
dans des conditions identiques, la probabilité P(n ; k) qu'à la suite des л expériences, 
l'événement À soit apparu k fois est donnée par 


Р.) = (В) вка ax 


Parce que la probabilité P(n ; k) correspond au coefficient de x dans le développement 
du binôme (p+(1-p)x)", ce schéma s'appelle aussi Je modèle binomial. 


Le modéle binomial peut étre réalisé à l'aide d'une urne contenant des boules de 
deux couleurs (disons blanches et noires). On tire une seule boule à la fois et à chaque 
fois on remet la boule dans l'urne pour assurer que les conditions ne changent pas d'un 
tirage à l'autre. Aprés z répétitions, on dénombre les apparitions de la couleur blanche. 
Cette situation correspond au modéle binomial et pour cette raison ce schéma est 
également connu aussi sous le nom de modéle de l'urne avec remise. 


2) Modèle de Bernoulli à plusieurs états ou modèle multinomial 


Considérons une expérience qui peut produire un et un seul des événements 
(Ac; = 1,...,5) qui forment un système complet d'événements et posons 


8 
рь = P(Aj), k=1,...,s, ой 3 p = 1. 
k=1 
On répète l'expérience n fois, indépendamment et dans des conditions identiques. 


La probabilité P(n ; mı, m» … , mg) que dans les л expériences l'événement A; soit 
apparu my fois, k = 1, ... , s est donnée par 


3 
n! m m 
P(n; mi, Ma, ... Ms) = m pe; Уут =n. 
Ту, Mas: rer 


$Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705), le premier mathématicien de la famille Bernoulli, 
famille de mathématiciens suisses bien connue. 
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Ce schéma est connu sous le nom de modèle multinomial. 
3) Modèle de Poisson* 


Pour le modèle de Poisson, on considère n expériences indépendantes. Comme 
résultat de la k-ième expérience, on peut avoir l'événement А avec probabilité p, ou 
bien l'événement A" avec probabilité 1 — py k= 1,...,n. La probabilité que dans les 
n expériences l'événement А soit apparu m fois est le coefficient Pm de x" dans le 
polynôme 

Р(х) = (px +(1-p1)) (pex + (1—p2)) +++ (par + (17 09) 
= P,z" ++ Pont +... + Po. 


Le schéma de Poisson peut être réalisé par une séquence de л urnes contenant, dans 
des proportions différentes, des boules de deux couleurs (disons blanches et noires). 
On extrait successivement une boule de chaque urne. 

Remarque 1. La schéma de Bernoulli peut être obtenu comme un cas particulier du 
schéma de Poisson en prenant р =---= ph, 


4) Modèle de l'échantillon sans remise ou modèle hypergéométrique 

D'une urne contenant œ boules blanches et 8 boules noires, on pige n 
boules, sans remise, n < œ+ f. La probabilité P(o, 8;a, b) que parmi les 
boules extraites, & soient blanches et b noires, a + b = n, est 


(20) 
. _ b 
P(e, B; a, b) = (ем) 
a+b 
Extraire л boules de l'urne revient à extraire л fois une seule boule, mais sans 
retourner la boule pigée dans l'urne, ce qui justifie le nom de ce schéma. 


2.2 Problèmes et solutions 


1. On extrait au hasard une boule d'une urne qui contient 20 boules numérotées 
de 1 à 20. Trouver la probabilité que le nombre inscrit sur la boule soit : 


i) un nombre premier. 
ii) un nombre pair. 


"Denis Poisson (1781-1840), célèbre mathématicien français. 
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ii) un nombre divisible par 3. 


Solution. Le nombre de cas possibles pour cette expérience est 20. Trouvons le 
nombre de cas favorables pour chaque événement considéré : 


i) Le nombre de cas favorables est 8 à savoir les nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, donc p = 8/20 = 2/5. 


ii) Le nombre de cas favorables est 10, à savoir les nombres 2, 4, 6, 8, 10, 12, 
14, 16, 18, 20, donc p= 10/20 = 1/2 


iii)Le nombre de cas favorables est 6, à savoir les nombres 3, 6, 9, 12, 15, 18, 
donc p = 6/20 = 3/10 


2. Chacune des 26 lettres de l'alphabet est écrite sur une carte et introduite dans 


une urne. Trouver la probabilité qu'en choisissant au hasard et sans remise quatre 
cartes l'on obtienne dans l'ordre de sélection le mot PAIX. 


Solution. Le nombre de cas favorables est 1, car il faut choisir les quatre lettres 
du mot P, À, 1, X dans cet ordre. 


Le nombre de cas possibles est 26 x 25 x 24 x 23. En effet, la première lettre 
peut être n'importe laquelle des 26 lettres de l'urne, donc pour la première 
extraction on a 26 cas possibles. Pour la deuxiéme lettre il reste seulement 25 
cas possibles, et chaque cas peut être associé avec les 26 cas possibles de la 
première lettre choisie, donc on obtient au total, 26 x 25 cas possibles pour le 
choix des deux premières lettres. П y a 24 cas possibles pour le choix de la 
troisième lettre (car dans l'urne il ne reste que 24 lettres), qui combinés avec tous 
les cas possibles pour les deux premiéres lettres donnent 26 x 25 x 24 cas 
possibles pour le choix des trois premières lettres. Finalement, pour la dernière 
lettre il reste 23 choix possibles, qui combinés avec les 26 x 25 x 24 choix 
possibles pour le choix des trois premières lettres, donnent 26 x 25 x 24 x 23 cas 
possibles quand on choisit sans remise les quatre lettres, donc 
p = 1/26x25x24x23 


Remarque. Le nombre de cas possibles peut être obtenu d'une autre 
façon. Extraire successivement 4 fois une lettre en tenant compte de 
l'ordre de sélection revient à extraire dun coup 4 lettres, mais en tenant 
compte de l'ordre des lettres dans la formation des groupes, donc le nombre 
de choix possibles est donné par le nombre d'arrangements de 4 objets 
qu'on peut former à partir de 26 objets. Deux groupes diffèrent 
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au moins par la nature d'un objet ou par l'ordre des objets, donc ce nombre 
est A26/4 = 26 x 25 x 24 x 23. 


3. Dix boules numérotées de 1 à 10 sont alignées au hasard une après l'autre. 
Trouver la probabilité que la boule numérotée 5 apparaisse aprés la boule 
numérotée 4. 


Solution. Le nombre de cas possibles est Pio = 10 ! 


Le nombre de cas favorables est 9 x 8 !. En effet, la boule numérotée 4 peut 
occupée n'importe quelle des 9 premiéres places, tout en étant suivie par la boule 
numérotée 5. Il y a donc 9 façons de placer les boules 4 et 5 l'une après l'autre. 
Les 8 autres boules peuvent être placées sur les 8 places laissées disponibles 
de 8 ! façons différentes. Par suite chaque cas d'arrangement des boules 4 et 5 
doit être associé avec les 8 ! cas possibles d'arrangement des 8 autres boules, et 
au total il y a 9 x 8 ! façons différentes de placer les 10 boules sous la condition 
que la boule 4 soit suivie par la boule 5. 


La probabilité cherchée est donc p = 9x8! / 10! = 1/10 


4. On lance z fois deux dés. Trouver la probabilité que le double six apparaisse au 
moins une fois. 


Solution. Dans ce probléme, il est plus facile de calculer la probabilité de 
l'événement contraire. Cherchons donc la probabilité o qu'en lançant z fois deux 
dés le double six n'apparaisse jamais. 


Le nombre de cas possibles est (36)". En effet, à chaque lancer de deux dés il y a 
36 cas possibles, car chacune des 6 faces du premier dé peut étre combinée avec 
n'importe laquelle des six faces du deuxiéme dé, donc au total 6 x 6 = 36. Pour 
les n lancers des deux dés il y a donc (36)" cas différents possibles. 


Le nombre de cas favorables est (35). En effet, à chaque lancer de deux dés il y 
35 cas favorables (de 36 cas possibles il faut éliminer le cas oü la face 6 apparait 
sur les deux dés). Pour les л lancers il y a donc (35)" cas favorables. 


Donc q = (35/36)' et par conséquent, la probabilité cherchée est 


353” 
=1- ($). 
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5. Montrer que la probabilité d'obtenir au moins un six quand on lance 4 fois un dé 
est plus grande que la probabilité d'obtenir au moins un double six, quand on 
lance 24 fois deux dés 


Solution. Soit À l'événement "obtenir au moins un six quand on lance 4 fois un 
dé" et B l'événement "obtenir au moins le double six, quand on lance 24 fois deux 
dés. Alors, en faisant le méme raisonnement que dans le probléme 4, on trouve 


4 
P(A)-1- (°) ~ 0,517 700, 


et 
35, ^ 
P(B)=1- (35) «0,491400. 


Note. Le chevalier De Méréf, un grand joueur de dés du XVII-ième siècle, a 
observé à partir de sa propre expérience, qu'il y a plus de chances de gagner si on 
parie que sur 4 lancers d'un dé, le six apparaîtra au moins une fois, que si on 
parie que dans 24 lancers de deux dés, le double six apparaîtra au moins une fois. 
De Méré a constaté que dans une grande série de paris de ce type, dans le 
premier cas la fréquence du gain est plus grande que 1/2, donc le nombre de jeux 
gagnants est plus grand que le nombre de jeux perdants, le résultat final étant un 
gain pour le joueur, tandis que dans le deuxième cas, le résultat final amènera 
une perte pour le joueur. De Méré considérait que cette observation contredisait 
le calcul mathématique, car 4 faces par rapport à 6 (le nombre de cas possibles 
quand on lance un dé) est dans le m&me rapport que 24 faces par rapport à 36 (le 
nombre de cas possibles quand on lance deux dés) et donc les chances de gagner 
doivent &tre égales dans les deux cas. De Méré a soumis ce probléme à Pascal, 
qui l'a résolu, en introduisant à cette occasion la définition de probabilité d'un 
événement. La probabilité est plus grande que 1/2 dans le premier cas, tandis que 
la probabilité est plus petite que 1/2 dans 


5 Ce problème, connu aussi sous le nom du "Paradoxe du chevalier De Méré", a une importance 
historique, étant le premier probléme de probabilité résolu par Blaise Pascal (1623-1662), célèbre 
mathématicien et physicien français qui avec Pierre De Fermat (1601-1665), non moins célèbre 
mathématicien francais, a établi les bases du calcul des probabilités. 

SAntoine Gombaud chevalier De Méré (1607-1685), écrivant français. 
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le second cas, ce qui correspond exactement avec l'observation de De Méré. 


Si dans le second cas, on demande qu'en 25 lancers de deux dés le double six 
apparaisse au moins une fois, alors la probabilité de gagner devient plus grande 
que 1/2 (voir problème 7, Section 2.3). 


6. On extrait au hasard une boule d'une urne contenant œ boules blanches et 8 
boules noires. Trouver la probabilité que la boule extraite soit blanche ; la 
probabilité que la boule extraite soit noire. 


Solution. Il y a œ + B cas possibles et a cas favorables pour extraire une boule 
blanche, donc p = a / а+8 ; la probabilité d'extraire une boule noire est 
q-1-p-f/a«v«p 

7. Une urne contient 6 boules blanches et 8 boules noires. On extrait une boule 
qu'on met de coté. Par la suite on extrait une seconde boule. 


i) Sachant que la premiére boule pigée est blanche, trouver la probabilité que la 
deuxième boule pigée soit également blanche et la probabilité que la deuxième 
boule pigée soit noire. 


ii) Sans connaitre la couleur de la premiére boule extraite, trouver la probabilité 
que la deuxième boule extraite soit blanche et la probabilité que la deuxième 
boule extraite soit noire. 


Solution. i) Le nombre de cas possibles est 6 x 13 — 78. En effet, pour la 
sélection de la première boule il y a 6 possibilités (le nombre de boules blanches 
dans l'urne) et pour la sélection de la deuxième boule il y a 13 possibilités 
(le nombre de boules restant dans l'urne). 


Le nombre de cas favorables est 6 x 5 = 30, car pour la première sélection il y a 
6 cas favorables tandis que pour la deuxiéme sélection 5 cas sont favorables 
(avant la deuxième sélection il y a dans l'urne 5 boules blanches). Par 
conséquent, la probabilité que la deuxième boule pigée soit blanche, sachant que 
la première boule pigée est blanche est p = 30/78 = 15/13 


Pour que la deuxième boule sélectionnée soit une noire, sachant que la première 
boule extraite est blanche, il y a 78 cas possibles et 6 x 8 — 48 cas favorables, 
donc q = 48/78 = 8/13. On peut obtenir directement g, car g = 1 - p. 
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ii) Le nombre de cas possibles est 14 x 13 = 182, car il y a 14 cas possibles pour 
le choix de la première boule et chaque cas doit être combiné avec les 13 cas 
possibles lors du choix de la seconde boule, donc 14 x 13 = 182 cas possibles. 


Le nombre de cas favorables est 30 + 48 = 78. En effet, si on suppose d'abord 
que la première boule pigée est blanche, alors il y a 6 cas favorables pour le 
choix de la première boule et 5 cas pour la deuxième boule, donc 6 x 5 = 30 cas 
favorables. Si on suppose maintenant que la première boule pigée est noire, alors 
il y a 8 cas favorables pour le choix de la première boule et 6 cas pour la 
deuxième boule, donc 8 x 6 = 48 cas favorables dans ce dernier cas. Au total il y 
a 30 + 48 = 78 cas favorables et par conséquent, la probabilité que la deuxième 
boule pigée soit blanche est p! = 78/182 = 3/7. Pour la probabilité de 
l'événement que la deuxième boule soit noire, sans connaître la couleur de la 
première boule, un raisonnement analogue donne q! = 52/91 = 4/7 ou 
directement q! = 1 - p'. 

Remarque. Les probabilités obtenues dans les deux cas du problème diffèrent 
car la probabilité d'un événement dépend essentiellement des conditions 
données. 


Pour une autre méthode de résolution, voir problème 33. 


. D'une urne qui contient œ boules blanches et 8 boules noires on extrait 
k boules (k < min(o — 1,8 — 1)) que l'on met de coté, sans connaitre 
leurs couleurs. On tire ensuite une autre boule. Trouver la probabilité 
que cette dernière boule soit blanche et la probabilité qu'elle soit noire. 


Solution. Parce que dans ce probléme l'ordre des choix est important, 
le nombre de cas possibles est A27? = (o--B)(o-- 8—1) --- («+ 8 — k), 
car les k + 1 boules peuvent être extraites parmi les o + de AUD 
manières différentes, c'est-à-dire le nombre de groupes de k + 1 boules 
qu'on peut former à partir de œ+ 8 boules, en tenant compte de l'ordre 


des boules dans un groupe. 


Le nombre de cas favorables est o.42* 77! = o(o-4-8—1) --- (0+8). 
En effet, notons que la dernière boule extraite (qui doit être blanche) 
peut être n'importe laquelle des œ boules blanches et les k premières 
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boules peuvent être pigées de Aq manières différentes, donc 





од? x 
A atp 


De façon analogue on trouve que la probabilité que la k-ième boule 
choisie soit noire est q = 1 - p = zd. 


Remarque. Notons que la condition k < тіп(а - 1, B - 1) assure que aprés k 
tirage, il reste dans l'urne, au moins une boule blanche et au moins une boule 
noire. 

La probabilité d'obtenir une boule blanche (respectivement noire) à la 
(k + bD-iéme pige est égale à la probabilité d'obtenir une boule blanche 
(respectivement noire) à la première pige, quand on n'a pas extrait au préalable К 
boules de l'urne (voir probléme 6). 

9. Une urne contient 10 boules parmi lesquelles 3 sont rouges, 4 sont jaunes, 1 est 
bleue et 2 sont blanches. Les boules rouges, jaunes, bleue et blanches sont 
marquées de 2, 5, 10 et 20 points respectivement. Trouver la probabilité qu'en 
tirant 2 boules sans remise, on obtienne 


i) sept points. 
ii) au moins 7 points. 
iii)une boule ayant plus de 10 points et un boule ayant moins de 10 points. 


Solution. i) La probabilité que parmi les 2 boules pigées, l'une soit rouge et 
l'autre jaune est 


(:() 3x4. 


(3) 45 er 





ii) Calculons la probabilité de l'événement contraire, c’est-à-dire obtenir 
3 

moins de 7 points. Les deux boules sont donc rouges et alors q = e = 
2 

£ = è et p= 1 — q = Н est la probabilité cherchée. 

iii) On cherche la probabilité que parmi les deux boules, l'une soit rouge 

et l'autre blanche ou bien, une soit jaune et l'autre blanche, donc 


(0-0 0-0 м 
0 D € 
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10. Dix ballons sont mis au hasard dans trois boîtes, Ву, B>, Вз. Trouver la probabilité 


11. 


que la boîte В, contienne exactement 3 ballons. 


Solution. Le nombre de cas possibles est 3102. En effet supposons que l'on 
numérote les ballons de 1 à 10. Alors le premier ballon peut être distribué dans 
n'importe quelle boîte, il y a donc 3 cas possibles, le deuxième ballon peut être 
aussi distribué dans n'importe laquelle des trois boîtes, donc seulement pour deux 
ballons il y а 3° cas possibles (car chaque cas possible pour le premier ballon se 
combine avec tous les cas possibles pour le deuxième ballon). De la méme facon 
on trouve que pour trois ballons il y a 3? cas possibles et, pour 10 ballons, 31° cas 
possibles. 


Le nombre de cas favorables est (+) x 27. Supposons qu'un groupe 
de 3 ballons soit introduit dans la deuxieme boite, il y a (9) manières 
différentes de choisir un tel groupe de 3 ballons parmi les 10. Les 
autres ballons peuvent être distribués dans les deux autres boîtes de 27 
manières différentes {on fait le même raisonnement que pour calculer 
le nombre de cas possibles), donc au total il y a (19) x 27 cas favorables 


» 19 of 
et par conséquent p = Ge = 2 x 2 


On distribue au hasard n boules dans N urnes. 


i) Trouver la probabilité p que dans une urne spécifiée il y ait k < n 
boules. 


ii) Montrer que 





($): 1 n—k k k—1 
-> -> > 

k TN) (x) 2? 

k—1 


p> SCH 6-5) (1-5) 7 , 


où p est la probabilité trouvée en 1). 


et 


Solution. i) Le nombre de cas possibles est №. En effet, supposons 
qu'on numérote les boules de 1 à z. Alors la première boule peut 
être distribuée dans n'importe laquelle des N urnes, la deuxième boule 
peut être distribuée dans n'importe laquelle des N urnes, donc s'il 
y avait seulement que 2 boules, il y aurait M cas possibles (car chaque cas 
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possible pour la première boule doit être combiné avec tous les cas 
possibles pour la deuxième boule). Enfin parce qu'il y a n boules, on a 
N" cas possibles. 


Il y a (2) (N — 1)^7* cas favorables. En effet, supposons qu'un groupe de 
k boules soient introduites dans une urne. On a (7) manières différentes 
de choisir ce groupe de k boules. Pour les autres n — k boules il y a 
(N — 1)*-* manières de les distribuer dans les N — 1 urnes restantes, 
donc au total il y a (2)(N — 1)^7* cas favorables. Par conséquent, 


(Q(N — D 
GG 


ii) On peut écrire 





où 


«-(-6-2- (9). 


Soit maintenant 1 < h < k — 1, alors 


(1-2) (i- E) =| 5. E x (2.6) 


D'autre part, comme ($ — h)? > 0, on trouve 


2 
мев < ®- 


GAGGA = en 


et donc 
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et en utilisant les inégalités (2.6) et (2.7), on trouve 


кү! күт 
м (1- ж) «a» (1-8) 
2% n 


et donc la double inégalité désirée. 


Notons que pour de grandes valeurs des nombres л, N et К, l'application directe 
de la formule obtenue pour la probabilité „au point i), devient fastidieuse, et dans 
ce cas il est préférable d'utiliser les approximations trouvées au point її). 


12. Considérons л boules et N urnes, № > n, On distribue au hasard les л boules dans 
les N urnes. Trouver la probabilité que : 


i) n urnes fixées contiennent une seule boule. 


ii) qu'un groupe quelconque de n urnes parmi les N urnes contienne chacune 
une seule boule. 


Solution. i) Il y a N” cas possibles (voir problème 11 i)). 


Il y a n! cas favorables. En effet, les n boules peuvent être placées dans л urnes 
(une boule dans une urne) de P, manières différentes (on place л objets sur л 
positions), et par suite 


ii) Il y a N” cas possibles. 
Il y a (“) л! cas favorables. En effet, des N urnes on peut choisir de 


(Y ) manières différentes un groupe de n urnes et pour chaque groupe 
de n urnes il y a n! cas favorables (voir i)), donc au total (lat, d’où 


_ (ум! _ N! 
P =- Na "^ NIN т 





13. Trouver la probabilité qu'au moins deux personnes parmi 20 aient la même date 
de naissance, à savoir même jour et même mois. Considérer qu'une année compte 
365 jours. 
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Solution. Soit À l'événement "les 20 personnes ont des dates de naissance 
différentes". On cherche la probabilité P(A^) = 1 - P(A). Pour trouver P(A), on 
peut raisonner de la facon suivante en considérant l'expérience qui consiste à 
tirer avec remise 20 boules d'une urne qui contient 365 boules différentes. 
Posons B lévénement "tirer 20 boules différentes. Alors P(A) — P(B). La 
manière de représenter les résultats de cette expérience est d'utiliser des 
20-tuplets, la i-ième composante représentant le résultat du i-ième tirage. Or le 
nombre possible de 20-tuplets pour cette expérience est 365? et le nombre de 
20-tuplets contenant 20 boules différentes est 


! 
365! = 365 x 364 x +++ x 346. 


(365 — 20)! 
Donc la probabilité cherchée est, 
365! _ 
345! 36520 — 


Dix étudiants parmi lesquels il y a 5 filles et 5 garçons sont assignés au hasard, 
deux par deux, à 5 pupitres. Trouver la probabilité qu'à chaque pupitre il y ait 
une fille et un garçon. 


1-P(A4) =1- 1 - 0, 588 = 0, 412. 


Solution. Il y a (10! / 25) cas possibles. En effet, numérotons les pupitres de 
1 à 5. Au premier pupitre, on peut asseoir 2 étudiants qu'on peut choisir parmi 
les 10 étudiants; il y a (10 / 2) choix possibles. Au deuxième pupitre, on peut 
choisir 2 étudiants parmi les 8 qui restent ; il y a (8 / 2) choix possibles. Donc 
seulement pour ces deux pupitres, il y a (10 / 2) * (8 / 2) choix possibles. On 
continue de la même façon pour le troisième pupitre. Il y a 6 / 2) paires 
d'étudiants qu'on peut former à partir des 6 étudiants restants, (après avoir déjà 
assigné deux paires d'étudiants, une paire au premier pupitre et une paire au 
deuxième pupitre). Pour le quatrième pupitre, il y a (4 / 2) manières de choisir 
une paire d'étudiants parmi les 4 étudiants restants et enfin pour le cinquième 
pupitre il y a (2 / 2) choix possibles. Donc au total pour les 5 pupitres, il y a 


— 
x 
c 
to 
x 


C1 

















(2) (2) (2) (2) G) 


h2 
t 
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choix possibles. 


Il y a (5!) cas favorables. En effet, au premier pupitre on peut asseoir n'importe 
lequel des 5? couples (une fille et un gargon) qu'on peut former en groupant de 
toutes les facons possibles un garcon avec une fille parmi les 10 étudiants (il y a 5 
x 5 = 25 possibilités). Ensuite pour le deuxiéme pupitre on peut asseoir n'importe 
lequel des 4? couples qu'on peut former en groupant de toutes les façons possibles 
un garcon et une fille des 4 qui restent. En raisonnant de la méme facon, on 
trouve que pour le troisième pupitre il y a 32 possibilités de choisir un paire, pour 
la quatrième pupitre il y a 2? possibilités et enfin pour le cinquiëme pupitre ilya 
1? possibilités, donc en total il y a 5? x 42 x 3° x 2? x 1? = (5)? possibilités 
d'assigner les 10 étudiants deux par deux à un pupitre, de manière telle qu'à 
chaque pupitre il y ait une fille et un garçon. 


La probabilité cherchée est donc 


_ 25 x (5)? 
|"... 10! 


15. Lotto 6/49 — Calculer la probabilité des événements suivants : 


i) "Avoir exactement 3 bons numéros sur 6". 
ii) "Avoir exactement 4 bons numéros sur 6". 
iii) "Avoir exactement 5 bons numéros sur 6, sans le complémentaire". 


iv) "Avoir exactement 5 bons numéros sur 6 ainsi que le numéro complé- 
mentaire". 


v) "Avoir les 6 numéros". 


vi) "Recevoir un prix en argent à la Lotto 6/49", c'est-à-dire avoir au 
moins 3 bons numéros sur 6. 


Solution. Le nombre de facons de choisir sans remise 6 nombres parmi 
49 est (9). Pour choisir des sous ensembles de 6 éléments contenant 
exactement k éléments d'un sous ensemble fixé de 6 éléments, il faut 
d'abord choisir les k éléments, ce qui peut être fait de ($) façons, et 
ensuite choisir 6 — k éléments parmi les 43 éléments qui restent, ce qui 
peut être fait de LA façons. On en déduit que la probabilité d'avoir 
exactement k numéros parmi les 6 numéros gagnants est 


2.2. Problèmes et solutions 53 


(k) (e=) 
(е) 
Soit Ak l'événement “avoir exactement k numéros semblables aux 6 
numéros gagnants” et C l'événement “avoir le complémentaire”. 
i) On cherche 


, 0<k<6. 


_ (S) _ 24680 _ 5 
Р(Аз) = (9 = 13 983 816 = 0,017 650. 


ii) On cherche 


(Q(2) _ _ 13 545 


dech ( ` ` 13983816 


= 0,000 970. 


iii) On cherche 


P(As \ C) P(Asn C") 


= P(C*|As)P(A:) 
GE) 
43 (9) 

252 


13 989 816 
= 0,000 018. 


iv) On cherche 


P(AsnO) = P(C | А5)Р(А5) 


1 (g) 


43 (0) 


6 
(s) 
6 


13 983 816 
= 0,000 000 400. 
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v) On cherche 


6\ (43 
(8900) ! _ 0,000 000 070. 





P(As) = (ву 7 13983 916 
vi) On cherche 
260 624 
P(As U A4U As U As) = 13 983 916 = 0,018 640. 


La ruine du joueur — Une personne désire accumuler un capital de N dollars, 
Elle dispose initialement d'un capital de k dollars, 0 < k < N. Pour accroître son 
capital, elle décide de jouer à un jeu de hasard où la probabilité de réaliser un 
gain de 1 dollar est p, et la probabilité d'une perte de 1 dollar est 1 - p, 0 < p < 1. 
Elle jouera jusqu'à ce qu'elle réalise son réve ou qu'elle soit ruinée. 


i) Trouver la probabilité qu'elle se ruine éventuellement. 
ii) Trouver la probabilité qu'elle accumule éventuellement N dollars. 


Déduire que l'une ou l'autre de ces deux possibilités surviendra avec 
probabilité 1. 


Solution. i) Soit Ry l'événement "le joueur se ruine à partir d'une fortune initiale 
de k dollars", et p,— P(Ry), 0 < k < N. Alors on trouve que po = 1 et py = О. Soit 
A l'événement "le joueur perd au premier jeu". Alors 


рь = Р(В) 

Р(В | A)P(A) + Р(В | A°)P(4°) 
POR, 1)Р(А) + PUR P(A*) 
(1—p)pk-i +P Pei: 


lI 


oùl<k<N—-I1. 


On doit maintenant résoudre ces équations. Pour ce faire posons хь = 
Pk DA et p = Le, Les équations précédentes deviennent 


ткы = pz. 1 < k < N =1. 
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De 





Zk = Drg.i— PC Lp_2 =>*>> ian, 
on déduit que z; = p*^1z;. On peut également écrire 
рк = l+ziíi+':: ttk 
1+m(1+p+: +p") 
L (p 7 1)0 p^) 
саг 11 = pı — ро = pı —1. Si p = 1/2, alors p = 1 et px = 1+ k(pi — 1), 


et si p Á 1/2, alors рь =1+(1- р LA, Par conséquent 
1-р 


П 


1+ (р — 1) si р= 1 
Dk = 
TIE ари} 


Pour k = N, et puisque py = 0, on trouve 
1+N(m-1) вір=} 


0=ру = | 
1+(1- р)" s pzl 
donc 
1-4  süp-j 
pi = 


1- ; 1 
l+; sipZ; 
Enfin, on trouve 


1- £ si p= 


Zs sip#4 
ii) Pour trouver la probabilité que le joueur accumule éventuellement 
le capital désiré, posons Еу l'événement “le joueur accumule éventuel- 
lement № dollars à partir d'une fortune initiale de k dollars". Si qç = 
Р(Е,), alors on a qo = 0 et qy = 1. De plus, 
Р(Ру) 
P(F, | А)Р(А) + PU, | A*)P(A*) 
PU, PLA) + P(Fr41) P(AS 
(1—p)qk—i +P ` 9+1, 


zb 


рк = 


qk 


[| 


[| 
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ой 1< k < N — 1. En posant r = 1— 4, 0 < k < N, on trouve que 
ro = 1 et ry = 0 et par suite 

Tk =(1-p)re-1 F pra, 15< k < N- 1, 


qui est le même système d'équations satisfaites раг Pi... Py Comme la 
solution de ces équations est unique, on obtient z = D et donc que gx 1 - рь 
Par conséquent 


P(R;. U Pi = Р(В,) +Р(Р,) = 1, 


c'est-à-dire que, éventuellement, le joueur sera ruiné ou aura accumulé N dollars, 


17. On a k couleurs différentes et n boules de chaque couleur. Ces kz boules tombent 


au hasard dans п urnes qui ne peuvent contenir plus de k boules chacune, 
Trouver la probabilité que dans chaque urne on retrouve toutes les couleurs 
(c'est-à-dire une boule de chaque couleur). 


Solution. Il y a e cas possibles. En effet, numérotons les urnes de 
1 à n. N'importe quel groupe de k boules prises dans l'ensemble des kn 
boules peut tomber dans la première urne. Cela peut se faire de (®) 
manières. Pour la deuxième urne, оп doit choisir k boules parmi les 
kn—k = k(n—1) boules restantes; il y a (6-1) façons de le faire. Pour 
la troisième urne il y a (Nr 2) manières de choisir un groupe de k boules 
parmi les kn — 2k restantes, (après avoir introduit k boules dans la 
premiere urne et k dans la deuxiéme). En raisonnant de la méme facon, 
on trouve que pour l'avant dernière urne il y а (ir 277) possibilités 
et enfin pour la derniére urne, on compte (f(r-n+D) possibilités. Au 
total, on obtient 


607-00 
(kn)! ` (kn-1) k! 


= Hits — E) kl(kn=2k)! HO! 


(kn)! 
(ln 





cas possibles. 
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18. 


Il ya (n!}Ý cas favorables, En effet, en plus de numéroter les urnes de 1 à n, 
numérotons les couleurs de 1 à k. Pour la première urne choisissons d'abord une 
boule de couleur 1, il y a z possibilités. Choisissons ensuite une boule de couleur 
2,ilyan possibilités et ainsi de suite, pour le choix d'une boule de couleur k il y 
a n possibilités. On obtient donc De possibilités pour la premiëre urne, Pour la 
deuxième urne c'est le méme procédé sauf qu'il reste n - 1 boules pour chaque 
couleur, On a donc (n - 1) possibilités pour cette deuxième urne et ainsi de suite, 
On obtient 


n* - (n — 1Y*- (n = 2)*-..1* = (nl) 
cas favorables. 
La probabilité cherchée est donc 


_ (k!)^(n))* 
^ (kn) C 


Remarque. Le probléme 14 s'obtient comme cas particulier en prenant 
ici k = 2etn = 5. 

Note. Pour de grandes valeurs de k et л, le calcul de „ peut devenir fastidieux et 
même dépasser les capacités d'un micro-ordinateur, Par exemple, pour п = 15 et 
k = 9, on a déjà (п!) = 8.5506E96. On peut alors utiliser l'approximation 
donnée par la formule de Stirling" 


n! es n^e "^ V/ Za, 
qui est valable pour les grandes valeurs de л. On obtient alors 


_ (KÜ^(nD* ` khne-nk /(2mk)nn"nhe-nk,/(2zn)* 
= (kn)! Н (kn)*^e-*n/2nkn 


(jr) ьп 


екп 


Une urne contient 7 boules numérotées de 1 à л. On en tire m boules. Notons par 
q le plus petit nombre et par ñ le plus grand nombre apparaissant sur les boules 
choisies. Soit x et y deux entiers entre 1 et n. Considérant le cas des sélections 
avec et sans remise, trouver : 


"James Stirling (1692-1770), mathématicien écossais. 
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i) P(a> x) Р(а= х). 
D P(B< y), РВ = y). 
Solution. Sélections avec remise 


ü Lévénement q > x signifie que les boules sont choisies parmi les boules 
numérotées x + 1, x + 2, ... , п. Pour chaque pige il y a n - x cas favorables et n 
cas possibles. La probabilité est donc n-z / п. Si on fait m sélections 
indépendantes, la probabilité cherchée est le produit des probabilités 
correspondant à chaque pige, donc 

(n — zy 


P(a > z) = A 


P(a> х) = P(a=x+1) + P(a =x +2) +++ + Р(о = n) 


(n — 2)" 


nm 
Parce que 


P(a>z-1) = P(a =z)+ P(a=x+41) +> + P(œ =m) 


(n — x +1)” 
= — 
on trouve 


Pio = z) = P(a> x — 1) — Р(о > z) 


_ (®—т+1)”® (n— sx)” 
mm mm ` 


ii) L'événement 8 < y signifie que les boules extraites sont numéro- 
tées 1,2,...,9. Pour chaque sélections il y a y cas favorables et n 
cas possibles et par suite la probabilité est 7. Pour les m sélections 
indépendantes, on a 


P(8 < y) = 2. 
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Or 
P(8 < y) = P(8 =1) + P(8 = 2) t P(8 =y -- 1) + P(8 = y), 


donc 


P(8= y) = P(8 < y) - рв < y -1) RT. 


Sélection sans remise 


i) Pour l'événement œ = x il y a (2) cas possibles et (771) cas favo- 
rables, car pour la boule avec le plus petit nombre on a un seul cas 
favorable à savoir la boule numérotée x, cas qu'on combine avec les 
(23) manières différentes de choisir les autres т — 1 boules parmi les 
boules numérotées т 4-1,z--2,...,n (donc parmi n =m boules) et par 
suite 
(75) 
Р(а = z) = — 
(m) 
On a P(a = z) # 0 si n — z > m — 1, c'est-à-dire z € n - m +1. 
On trouve 


Pio > z) 





P(e = z+ 1) + P(œa = x + 2) + 
+ P(a =n—m+1) 


n-m+1 п-к) 


- X ma 


k=2+1 


ii) Pour l'événement 8 = y il y a (2) cas possibles et (2-1) cas favo- 
rables, car pour la boule avec le plus grand nombre on a un seul cas 
favorable à savoir, la boule numérotée y, cas qu’on combine avec les 
(27 1) тпапіёгеѕ différentes d'extraire les autres т — 1 boules parmi les 


1 
boules numérotées 1,2,...,9 — 1 et par suite 
Ga) 
P(8 = у) = er: 


On a P(8 = у) #0 si y — 1 > m — 1 c'est-à-dire y > m. 
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20. 
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On trouve 
P(B<y) = P(B=m)+P(B=m+1)+...+P(8=4) 
_ Y GH 
e 
Soit А et B deux événements définis sur le même espace échantillonnal 


et tels que P(A) = et P(B) = 1. 
i) Les événements А et B peuvent-ils être incompatibles? 
ii) L'un des deux événements peut-il impliquer l'autre? Si oui, lequel? 


Solution. i) Parce que P(A) + P(B) > 1, les événements A et B ne 
sont pas incompatible, car P(A U B) # P(A) + P(B). 


ii) Comme P(A) > P(B) il est possible que l'événement B soit inclus 
dans l'événement A, donc B peut impliquer À, mais il est impossible 
que À implique B. 


Soit A, B, C des événements définis sur le méme espace échantillonnal. 
On considére les deux événements 


Di = An En C*, Dj = An (BUO). 


Sachant que P(Di) = 0,2 et P(D2) = 0,4 trouver 
i) P(D, N D). 
ii) P(Dt D$). 


Solution. i) Parce que Dj = An (BU C)" on trouve Di n Da = Det 
par suite, P(D, n Р») = 0. 


ii) Parce que P(D, n D2) = 0, on trouve 


P(Din Dj) P((DiU D 
1— P(D, U Р») 
1— (P(D1) + P(D;)) 


= 1—(0,2+0,4) = 0,4. 


lI 


Il 
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21. Montrer que les événements 


22. 


23. 


A, A* B, (AU B)° 


forment un système complet d'événements. 

Solution. On doit montrer d'abord que les événements donnés sont 
deux à deux incompatibles. Notons que (AU B)? = A* n B° et parce 
que AN A* = 0 il s'ensuit que An (Aen B) = 0, An ((Au B) = 
9 et (Ап B) Rn (AU В) = 0. 


De plus 
Au(A4'nBju(AUBY = Au((4*nB)u(A*n B^) 
= AU(AN(BU B?) 
= AUA 
= Q, 


donc P(A) + P(An B) + P((AU By) = 1. 

On choisit au hasard une carte d'une série de 18 cartes numérotées de ! à 18. 
Quelle est la probabilité que le numéro soit un multiple de 3 ou de 7 ? 

Solution. Considérons les événements 

À - "le numéro est un multiple de 3", 


B - "le numéro est un multiple de 7". 


On cherche la probabilité P(A U B). Parce que AN B = 0, on a 
P(AU B) = P(A) + P(B) = $ + ñ = & = š. 
On pige au hasard une boule d'une urne qui contient # boules comprenant 


a blanches, b noires, c rouges et d jaunes. Trouver la probabilité que la boule 
pigée soit blanche ou rouge. 


Solution. Soit A, l'événement "la boule extraite est blanche et A; l'événement 
"la boule extraite est rouge. Comme les événements A, et А, sont 
incompatibles, on a 


a+c 
n . 
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24. Soit A, B et C trois événements imdépendants. Prouver que 
i) Aet E^ sont indépendants. 
ii) A \B et C sont indépendants. 
Solution. i) On a 


P(AnB) = P(AN(Q\B)) 
P(AnQ) – P(An B) 
P(A) — P(A)P(B) 
P(A)(1 — P(B)) 

= P(A)P(B). 


Ш 


Il 


1 


ii) 


. P((A\B)NnC) = P(ANENC) 
Р(А)Р(В°)Р(С) 
P(An В°)Р(С) 


P(A\ В)Р(С). 


lI 


Il 


25. Trois tireurs tirent simultanément sur la même cible. Les probabilités respectives 
que chaque tireur touche la cible sont p, = 0, 4, p; = 0, 5 et ps = 0, 7. Trouver la 
probabilité que la cible soit touchée exactement une fois. 


Solution. Soit A l'événement "la cible est touchée exactement une fois" et Ai, 
А», As les événements "la cible est touchée par le premier, le deuxième et le 
troisième tireur" respectivement. Alors 


А = (A: N AZN 45) U (Ат п An As) О (Aj n ASN Аз), 
donc À est la réunion de 3 événements incompatibles et par suite, 
P(A) = Р(А п Аз п A5) + Р(АТП A2 N A3) + Р(Аүп А; п As). 


Parce que les événements Aj, Aj, Aj sont indépendants, i Z j Z 
k; i, j, k = 1,2,3, (voir probléme 24 1)) il s'ensuit que 
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P(A) = P(A)P(A2P(A3) + P(Aï)P(A42)P(45) 


+ P(AL)P(AS)P(A3) 


lI 


DÜ = p2)(1 — pa) + (1 — pi)p2(1 — рз) 
+ (1 — р1)(1 — r2)» 


0,4 x 0,5 x 0,3+0,6 x 0,5 x 0,3 +0,6х 0,5 x 0,7 
0, 36. 


26. Soit 0 < P(A) < 1. Montrer que les événements À et B sont indépen- 
dants si et seulement si 


Р(В|А) = P(B| A9). 


Solution. Soit d'abord P(B | А) = P(B| A^). Alors 


P(AnB) 
P(A) 
P(A*n B) 
TPAS 
P(An B) + P(4°N B) 
P(A) + P(A*) 
Р(В) 
1 


P(B| A) 


= P(B) 


donc les événements A et B sont indépendants. On a utilisé ici la 
propriété des fractions, à savoir, $ = $ = <. 
Supposons maintenant que les événements À et B soient indépendants, 
donc P(AnB) = P(A)P(B). Alors on a aussi P(AsnB) = Р(А°)Р(В), 
et par suite 

P(B|A)= P(B| 4^) = P(B). 
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Soit P(A) = 0,30; P(B) = 0,40; P(An B) = 0,15. Trouver 
i) P(A*n B). 

ü) P(A| B). 

iii) P(B| A). 

iv) P(A| AU B). 

v) P(B|An B). 

vi) P(B| A9). 

vii) P(A*| B). 

viii) P(B* | B). 

Solution. i) De P(B) = P(Bn Q) = P(Bn (Au A9) = P(Bn A) + 
P(Bn A on trouve P(Bn 4°) = P(B) - P( Bn A) = 0,40 ~ 0,15 = 
0, 25. 

ii) P(A] B) = 2699 = AS 
iii) P(B| A) = "Eon = 08 = 5. 


P(AN(AUB _ $ 
iv) P(A] AU B) = POA) = PAPES PAR) = EK ENG 40—015 7d 


v) P(B| AN B) = 209499 = 1. 


3 
= 


vi) P(B| 4°) = "Cas = 02 = de 
vii) P(4*|B) = "ag = б = 8. 
viii) P(B° | B) = AR = ED = 0. 


Soit P( A) = 0,25; P(B) = 0,30; P(AN B) = 0,10. Calculer 
i) P(An B| B). 

ii) P(An B| AU B). 

iii) P((AU B)*| B). 

Solution. i) P(AN B| B) = гг) = 00 = š. 


ii) P(AN B| AU B) = DZ, Parce que An B C AU B, il 
2 


P(ANB) _ 0,10 0,10 _ 
s'ensuit que P(AN B| AUB) = P(AUB) ` SCHLÉIT = 0,45 — 9 
at c Walt? € ` 
iii) P((AU B)*| B) = PRE ) = P =0 
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29. Considérons deux urnes U, Ü, avec les compositions suivantes ` 











Urnes Nombre de Nombre de 
|__| boules blanches | boules noires | 
U, a b 
U: c d 











On extrait de l'urne ЁЛ une boule et sans connaître sa couleur on l'introduit dans 
l'urne 02. Ensuite on extrait une boule de l'urne U:. Trouver la probabilité que 
la boule extraite de l'urne U, soit blanche. 


Solution. Représentons par A l'événement "la boule extraite de l'urne U, est 


blanche". Cet événement peut être réalisé par deux événements incompatibles 
A, et А», où 


• A, signifie "la boule transférée de l'urne U, est blanche et est suivie par la 
sélection d'une boule blanche de l'urne D", 


• Аз signifie "la boule transférée de l'urne UA est noire et est suivie par la 
sélection d'une boule blanche de l'urne U,". 


On a A = A, U A; et donc P(A)= P(Aj) + P(A;), car A, ПА, = @ 
Or 


a c1 
atb c+d+l 
car l'événement A, consiste en la réalisation de deux événements à 
savoir: B, le choix d'une boule blanche de l'urne U, (avec probabilité 
P(Bi) = ;5;) que l'on introduit dans l'urne Аз et B; la sélection d'une 
boule blanche de l'urne U (probabilité P(B: | Bj) = =), P(Ai) = 


P(A) = 





e+d+1 

P(B, n В) = P(B: | Bi) + Р(В,). 

De façon analogue, 

b c 
Pl) = SEV crdr T 
d'oü 
a(c+ 1) bc 
P(4) (arbdc+d+1) (ac Bc dA 1) 
ac t bc + a 


(в + b)(c - d - 1) 
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30. On considère le jeu suivant. D'une urne contenant а boules blanches et b boules 
noires, deux joueurs tirent successivement une boule sans la remettre dans l'urne. 
Le premier qui extrait une boule blanche est gagnant. 


i) Trouver la probabilité que le joueur qui commence le jeu gagne. 


ii) Montrer que 


TEN b(b — 1) NOH EE: 
a+b-1 (a+b—-1)(a+b-—2) (a+b—1)::: G 
a+b 





a 


pour tous nombres naturels a et b. 


Solution. i) Soit А l'événement "le premier joueur gagne" et pour 
i= l, .. , b + 1, posons À; l'événement "on extrait la première boule blanche à la 
i-ième sélection". On a 


À = A1 U As U Ae, 


A = AgU A.U AgU--- 


Les événements A,, Аз, Аз,... étant incompatibles, il s'ensuit que 


P(A) = P(A1) + Р(Аз) + P( As) + 





Or 
ü 
P(A) = — 
b b-1 a 
P(A) = TEE 1 'a+b-2 
b b-1 b-2 b—3 a 
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P(A) = = (a +b! 
Donc 
_ _ a b(b — 1) 
P(A) = Stress 
+ ЫЬ = 1)(b — 2)(b — 3) +) 
(a+b—1)(a+b—2)(a+b-—3)(a+b—4) 
ii) On a 
b a 
P(42) = 755 533-1 
i pra 2.2-1 62а 
(44) a+b a+b-1 a+b—2 а+5-3 
b= a(a + b — 2k) 
рды) = FT 
Donc 
P(A*) = Р(А») + P(A4) + 
c’est-à-dire 
on 8 (. 5. 
nai 
p— 6-160072) ,. +) 
tare- Düa+b- 2)(a +b- 3) 


et de l'égalité P(A) + P(A*) = 1 on obtient le résultat escompté. 
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31. Le télégraphe utilise les signes * (point) et — (trait). On sait qu'en moyenne 2/5 


des points et 1/3 des traits sont altérés par la transmission. De même on sait 
qu'en moyenne le rapport entre le nombre de points et le nombre de traits est 
5/3. Calculer la probabilité de recevoir le signal transmis si le signal reçu est : 


i) un point e, 

ii) un trait -. 

Solution. Considérons les événements 
А - "on а reçu un point", 

B - "on a reçu un trait", 

C - "on a transmis un point", 


D - "on a transmis un trait". 


i) On demande P(C|A). On a P(B|C) = š, Р(А|р) = $. De 


B = Š et P(C) + P(D) = 1 оп tire P(C) = ё, P(D) = $. Опа 
P(A|C) = 1- P(B|C) = š, P(B|D) = 1— P(A|D) = 2. Puis, 


P(A) = P(C)P(A|C) + P(D)P(A] D) = i et P(B) 2 1- P(A)= 1, 
donc 


ii) On demande P(D | B). On trouve 


P(D)P(B| D) 


P(D|B) = ray 


= 1 
SÉ 


32, Dans une urne il y a 10 boules dont 6 blanches et 4 noires. On extrait deux fois 


une boule de l'urne sans remettre la boule choisie dans l'urne, Soit A l'événement 
"la deuxième boule pigée est blanche" et B l'événement "la première boule pigée 
est noire," Montrer que les événements A et B ne sont pas indépendants, 


Solution. On a P(A|B) = $. Parce que Р(А) = P(B)P(A| B) + 
P(B*)P(A| В) = $x $ + É x $ = 2, il s'ensuit que P(A| B) Z P(A) 
et les événements À et B ne sont pas indépendants. 


— 


2.2. Problëmes et solutions 69 


33. Une urne contient 6 boules blanches et 8 boules noires. On extrait une boule qu'on 
met de coté. Par la suite on extrait une seconde boule. 


i) Sachant que la première boule pigée est blanche, trouver la probabilité que la 
deuxième boule pigée soit également blanche et la probabilité que la deuxième 
boule pigée soit noire. 


i) Sans connaître la couleur de la première boule extraite, trouver la probabilité 
que la deuxième boule extraite soit blanche et la probabilité que la deuxième 
boule extraite soit noire. 


Solution. Soit B; l'événement "la j-iéme boule pigée est blanche" , ¿= 1, 2 et soit 
A; l'événement "la i-ième boule pigée est noire" , i= 1, 2. 


i) On cherche d'abord la probabilité conditionnelle P(B: N B, ). Donc 


P(B: N B) 
P(Bi) 


Ê x 5 
_ MX 


Il 


Р(В» | Ву) 


On cherche la probabilité P(A; | Ву). Donc 


P(Bin Az) 
P(B) 


6 x Š 
_ 14Х^13 
UE 


P(A;| B) 


14 


13 


On peut obtenir directement Р(Аз | B;), car P(A2| BI) +P(B; | Bi) = 
1. 


ii) Notons que Bf est l'événement "la première boule pigée est noire”, 
et que (Bi, Bš) est un système complet d'événements. En utilisant la 
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formule de la probabilité totale, on obtient 


Р(В,) 


1 


Р(В›| B)P(B) + Р(В» | B)P(BO) 
Š x 6 + 6 x 8 

13 14 13 14 

6(5 + 8) 

13 x 14 

6 

14 

3 


T 





Comme Bf = A, en procédant comme avant, on trouve 


P(A) 


Р(А»| B)P(B)) + Р(А» | BD P(Bt) 
P(As| Ву)Р(В\) + P(A2| A) P(A1) 
5 6.7.8 

13 14 13 14 

8(6 + 7) 

13 x 14 

8 


14 





чь 


On peut obtenir directement P(A;), car P(B2) + P(A;) = 1. Voir aussi 


problème 7. 


34. Un étudiant a trois disques colorés des deux cotés de la façon suivante : 


e un disque a les deux cotés blancs, 


e un disque а un coté blanc et l'autre noir, 


e un disque a les deux cotés noirs. 


On choisi au hasard un disque et on constate qu'un coté est blanc. Trouver la 
probabilité que le second coté soit également blanc. 


Solution. Soit A l'événement “le premier coté est blanc" et B l'évé- 
nement "le second coté du méme disque est également blanc". On 
doit calculer la probabilité conditionnelle Р(В| А) = Z428). Parce 


P(A) ` 
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35. 


36. 


que P(A) = ï (car il y a 6 faces parmi lesquelles 3 sont blanches) et 
P(A n В) = $ (car il y a 3 disques parmi lesquels seulement un a les 
deux cotés blancs), il s'ensuit que P(B | A) = š. 
Sachant que P(A|B) = à; P(A| B°) = j et P(B| A) = š trouver 
P(A) et P(B). 
Solution. Pour les inconnues P (A) et P(B) on peut obtenir un système 
de deux équations linéaire en considérant les relations 

P(A) - P(B| A) P(B)- P(A|B) 

P(A).P(B'|A) = P(B^).P(A| B^ 
En utilisant les relations Di Da = 1— P(B) et P(B*| А) 21— P(B| A) 
le système précédent devient 

P(B| A): P(A) - P(A| B)- P(B) 0 
(1—P(B|A)-P(A)- PIAJB^)- P(B) = Р(А| B^. 


H 


lI 


Dans notre cas, on a 


3 2 
5208 - béie = ° 
SP(A)+;5P(B) = ig 


d'oü 
2 3 
P(A) = T et Р(В) = T 


Soit A et B deux événements définis sur le même espace échantillonnal 
et tels que Р(А) = 0,5 et P(AU B) = 0,7. Trouver P(B), quand 

i) les événements À et B sont incompatibles. 

ii) les événements À et B sont indépendants. 

iii) P(B | A) =0,5. 

Solution. i) De P(AU B) = P(A) + P(B), on trouve P(B) = 0,7 — 
0,5 — 0,2. 

ii) De P(AUB) = Р(4)+Р(В)-Р(АпВ) = P(A)-P(B)- P(A)P(B), 


on trouve P(AU B) — P(A 0.2 
рв) = P(AUB) -PA _ 02. 


Р(А°) 0,50: 
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iii) De P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B | A), on trouve 
P(B) 20,7 -0,5 +0,5 х 0,5 = 0,45. 


37. Trois canons tirent simultanément sur une cible. Les probabilités d'atteindre la 
cible sont p; = 0, 6, p; = 0, 8, p; = 0, 7, pour les trois canons respectivement. 
Trouver la probabilité que la cible soit atteinte au moins une fois. 


Solution. Soit Aj, A» et Аз les événements que le premier, le deuxième et 
respectivement le troisi&me canon atteigne la cible. On cherche la probabilité de 
l'événement A; U A; U Аз. Les événements Ар k = 1, 2, 3 sont indépendantes et 
compatibles, donc 


P( A1 U As U Аз) = P(Ai) + P(A2) + Р(Аз) — Р(А N A2) 

—P(A; п Аз) — P(Ao N Аз) + Р(А n Ao п Аз) 
= P(41) + P(A2) + P(A) 

— P(A)P(A2) – Р(А:)Р(Аз) - P(A2)(P(A3) 

+ Р(А)Р(А)Р(Аз) 
= 0,6 +0,8 + 0,7 — 0,6 x 0,8 — 0,6 x 0,7 — 0,8 x 0,7 

+ 0,6 x 0,8 x 0,7 
= 0,976. 


Aussi, on trouve directement 


P(A; U Aa U Аз) 


lI 


1 — P((AiU As U Aalt) 
1— Р(А п An AS) 
1—0,4 x 0,2 x 0,3 

1 — 0,024 

= 0,976. 


Il 


lI 


38. Une personne écrit п lettres à n correspondantes. Elle mêle les lettres et les place 
au hasard dans z enveloppes sur lesquelles les adresses ont été écrites à l'avance. 
Trouver la probabilité quau moins un destinataire reçoive la lettre qui lui est 
destinée. 


"Ce type de problème est connu sous le nom de problème des concordances ou des 
coïncidences. 
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Solution. Notons par A; l'événement "la k-ième lettre arrive à son destinataire", k 
= 1,...,n; оп doit calculer la probabilité P(A, U + U An), où les événements 
Aj, k = 1,... ‚п sont compatibles, donc on utilise la formule 


Р ЈА) 23; Pä - VI P(4;N A) + 35 PNAN Aj) 
k=1 k=1 j«k i<j<k 
+ +++ COD POE A). 


Mais, 





— 1! 
Р(А„) = e 1 =l k=L1,...n. 


En effet, il y a n ! manières également probables d'introduire les л lettres dans 
les п enveloppes et, parce qu'une lettre doit être introduite dans son enveloppe, 
il y a (n - 1) ! cas favorables (les autres л - 1 lettres peuvent être introduites dans 
les л - 1 enveloppes de (x: - 1) ! manières différentes). De méme 


|.(n-2! 1 
P(A;N A) = n! n(n-1) 
pour tout j et k avec j < k; 


(n —3)! _ 1 
n! . n(n—1)(n-2y 





P(A: n Aj A,) = 


pour tout 2, j, k avec z < j < k. Enfin 
1 
P(A, n nA,)= a 
La probabilité cherchée est donc 


PAUL AS) = ni. - (2) 1 


2/ n(n — 1) 
n 1 n-11 
Ces => I 
= ансау, 
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Cette série converge assez rapidement. Pour п = 13 on a déjà la valeur 
0,632 120 558 800. La valeur limite n'est autre que 1 - e! comme on peut le 
montrer en développant e ' en série de MacLaurin.? 


39. Des balles numérotées de 1 à л sont placées au hasard dans п urnes aussi 


40. 


numérotées de 1 à n. On dit qu'il y a concordance lorsqu'une balle est placée 
dans l'urne portant le méme numéro. 


i) Trouver est la probabilité qu'il y ait au moins une concordance. 
ii) Trouver est la probabilité qu'il y ait exactement k concordances. 


Solution. i) Notons par A, l'événement "la boule К est dans l'urne 
k", k = 1, ... z ; оп doit calculer la probabilité Р = P(A, U -- U A, où les 
événements A;, k = 1, ... , n sont compatibles. En procédant de la même manière 
que dans le problème "précédant on trouve que P a: 1 - e. 


ii) Le nombre de façons d'avoir exactement k concordances est le nombre 
de façons de choisir les k endroits des concordances multiplié par le 
nombre de façons pour n'avoir aucune concordance parmi les п - k urnes 
restantes. Donc la probabilité d'avoir exactement k concordances est 


(2) . (n =k)! (Ex cx) nk ( 
n! = и DE 

eA 

z PU 


si n est grand. 


D'une urne qui contient 3 boules rouges, 3 boules vertes et 4 boules bleues, on 
tire sans remise, trois boules. Quelle est la probabilité que la première boule soit 
bleue, la seconde verte et la troisième bleue ? 


Solution. Considérons les événements 
A, - "la première boule tirée est bleue", 
A, - "la deuxième boule tirée est verte", 


As - "la troisième boule tirée est bleue". 


Colin MacLaurin (1698-1746), mathématicien écossais. 
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41. 


42. 


On cherche la probabilité P( A, N A» п Аз). Puisque les événements 
sont dépendants, on a 


lI 


P(A nA п Аз) = P(A)P(A | A)P(43 | Ai n 4) 


Un lot de 100 piëces de machines est soumis à un contróle de la qualité. En 
testant 5 pièces du lot, on rejette le lot si l'on trouve an moins une pièce 
défectueuse. Trouver la probabilité que le lot soit rejeté, sil contient 
effectivement 5% de pièces défectueuses. 


Solution. Il est plus facile de trouver la probabilité de l'événement contraire, 
c'est-à-dire la probabilité que le lot soit accepté après avoir passé par le contrôle 
de la qualité. Notons А; l'événement "la i-ième pièce contrôlée est acceptable", í 
=1,...,5. On doit calculer la probabilité de l'événement fl ,Ai. Parce que les 
événements A; i= 1,...,5 ne sont pas indépendants, on doit utiliser la formule 


q = Р(пё A) = P(A1)P(42| A) P(As | Ai N A2) 
P(A,| An A; N Аз)Р(А» | Ау n А; n As n A4). 


Dans notre cas Р(Аџ) = #5, P(A2| Ai) = 23, car si l'événement A se 
réalise, alors dans le lot il reste encore 99 pièces parmi lesquelles 94 sont 
correctes, Р( Аз | А, ПА») = 2, P(A4 | A NA2N4A3) = 22 et P(As | Ain 
Az N Аз N 44) = a, donc 


95 94 93 92 O91 


= 100 * 59 * 38 * 37 * 96 ^ 97^ 


q 
d’où p = 1 — q = 0,23. 


Deux tireurs visent simultanément une cible. La probabilité d'atteindre la cible 
est p, = 0, 7 pour le premier tireur et p. = 0, 6 pour le second tireur. Trouver la 
probabilité que le premier tireur atteigne la cible et que le second ne l'atteigne 
pas. 
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Solution. Soit A, et À: les événements "le premier (respectivement le second) 
tireur atteint la cible"; les événements A, et A; sont indépendants. On cherche 


P(Ai NA) = P(A n AS) = P(Ai)P(A$) = 0,7 x 0,4 = 0,28. 


43. On considëre trois urnes d'aspect identique et dont la composition est donnée 
dans le tableau suivant : 





Urnes Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 








On choisit au hasard une urne dont on tire une boule. Trouver la probabilité que 
la boule extraite soit blanche. 


Solution. On applique la formule des probabilités totales. Soit B l'événement "la 
boule pigée est blanche" et À; l'événement "la sélection provient de l'urne Uy", k 
= 1,2,3, alors B = (A, N B) U (A; N B) U (As П B) et par suite 


P(B) = P(A)P(B| Ai) + P(4)P(B | A) + P(As) P(B | A3) 
_ 1 1.1 5 1 1 n 
= 3*2t3*8"3*4 2% 








Nombre de 
boules blanches 







Nombre de 
boules noires 


l 
5 








On pige une boule de l'urne (A et on l'introduit dans l'urne Ua. On extrait 
ensuite une boule de lurne U, Sachant que la boule tirée de 
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l'urne U; est blanche, trouver la probabilité que la boule transférée était noire. 


Solution. On applique la formule de Bayes. Soit B l'événement "la boule pigée 
de l'urne U, est blanche" et A, (respectivement À.) l'événement "la boule 
transférée de l'urne U, à l'urne Ü, est blanche (respectivement noire)", alors 


2 1 
P(A) = z: P(A2) = = 
2 1 
P(B|A) = > Р(В|А) = > 
d'oü 
lxi 
P(5]B)- pre š 


ЖУЗУ FB 
3xf+3x; 5 


Notons que la probabilité a priori de l'événement A» est tandis que la probabilité 
a posteriori de l'événement À; est 1/5. 


45. Soit deux machines М, et M; produisant respectivement 100 et 200 objets. La 
machine M, produit 5% d'objets défectueux, la machine М» en produit 6%. On 
tire un objet parmi les 300 objets fabriqués et il est défectueux. Quelle est la 
probabilité pour qu'il ait été fabriqué par la machine M, ? 


Solution. On applique la formule de Bayes. Soit : 
А - "l'objet est fabriqué par la machine Mj", 

B - "l'objet est fabriqué par la machine M>", 

D - "l'objet est défectueux . 


_ P(A)P(D| A) 
P(A|D) = P(A)P(D| A) + P(B)P(D| B) 
et 1 2 5 6 
Р(А) = 3 P(B) = 3 P(D|A)- Too P(D] B) = Too' 
d’où 5 


78 Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


46. Quatre chasseurs visent simultanément une fois sur une cible. Sachant que chaque 
chasseur atteint la cible 2 fois en 5 tirs, trouver la probabilité p que la cible soit 
atteinte par au moins un chasseur. 


Solution. Il est plus facile de trouver la probabilité q de l'événement contraire, 
c'est-à-dire aucun chasseur n'atteint la cible. On applique le modèle de Bernoulli, 


3 зү 
а= ($) = 0, 129 600, et par la suite p = 1 — G) = 0,870 400. 


47. n tireurs visent en même temps une cible mobile. La probabilité d'atteindre la 
cible est la même pour tous les tireurs et est égale à 1/k où k est un nombre 
naturel. Trouver la probabilité p que la cible soit atteinte. 


Solution. Calculons la probabilité g de l'événement contraire, c'est-à-dire aucun 
tireur n'atteint la cible. On applique le modèle de Bernoulli, où p = I/k 
et l - p = k-1/k donc 


et 


1 n 
p=1-4=1- (1-7) . 


48. À la suite d'une expérience, la probabilité qu'un événement A puisse se produire 
est 0.01. 


i) Trouver la probabilité qu'en effectuant 10 fois l'expérience, l'événement À se 
produise 4 fois. 


ii) Combien d'expériences faut-t-il faire pour que la probabilité d'apparition de 
l'événement À, au moins une fois, soit égale ou supérieure à 0,5 ? 


Solution. i) On applique le modèle de Bernoulli avec z = 10, k = 4, p= 0, 01 et 
1 - p= 0, 99. La probabilité d'observer 4 fois l'événement À est 


P(10;4) = (4) (0,01)*(0, 99)5. 
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ii) П est plus facile de calculer la probabilité de l'événement contraire. Cherchons 
la probabilité д qu'en z essais l'événement A n'apparaisse jamais. On trouve 
q = (0, 99)". On détermine l'entier n à partir de l'inégalité. 


1 
1 — (0,99) > 7, 


c'est-à-dire 


(0, 99)" < =. 


Dir 


En prenant le logarithme, on obtient z log O, 99 < - log 2, d'où п > 70. 


Remarque. Au moins 70 expériences sont nécessaires pour que l'événement À 
apparaisse au moins une fois avec une probabilité égale ou supérieure à 0,5. Il 
serait faux de croire que si on fait deux fois plus d'expériences, la probabilité 
d'apparition, au moins une fois, de l'événement À sera presque 1. Par exemple, 
vouloir s'assurer que l'événement À apparaisse au moins une fois avec une 
probabilité égale ou supérieure à 0,98 nécessite un minimum de 396 expériences 
(et non pas 140), car 


I - (0, 99) > 0,98 
donne (0, 99)" < 0, 02 c'est-à-dire n log 0, 99 < log 0, 02, d'où nz 396. 


49. Sachant que la probabilité qu'un étudiant soit diplômé est de 0,4, calculer pour 
un groupe de cinq étudiants, la probabilité 


i) qu'aucun étudiant ne soit diplômé. 

п) qu'un seul étudiant soit diplômé. 

ш) que deux étudiants soient diplômés. 

iv) qu'au moins deux étudiants soient diplômés. 


v) que les cinq étudiants soient diplômés. 


Solution. Soit 4; l'événement "l'étudiant j est diplômé”. Les événe- 
ments Ау, 1 < j € 5 sont indépendants, et Р(А;) = 0,4, 1 < j € 5. 
On applique le modèle de Bernoulli. 


i) P(N149) = [È P(49) = (0, 6)° = 0,077 760. 


7=1 


ii) (°) (0, 4) x (0,6)* = 0, 259 200. 
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iii) (2) (0, 4)? x (0, 6)3 = 0, 345 600. 


iv) (5) (O, 4)? x (0, 6)* + (5) (0, 4)3 x (0,6)2+ (5) (0, 4)* x 0, 6+ ($) (0,4)5 = 
0,663 040. 


v) P(n$., A5) = Пл P(A;) = (0,4)5 = 0,010 240. 


50. Une urne contient des boules blanches et noires. Les tirages se font avec remise. 


Soit p la probabilité d'extraire une boule blanche et 1 - p la probabilité d'extraire 
une boule noire. 


i) Trouver la probabilité que la première boule blanche soit obtenue à la k-ième 
sélection. 


ii) On pige jusqu'à ce qu'on obtienne Л boules noires. Soit h + x le nombre 
d'essais nécessaire pour y arriver. Trouver la probabilité que x = m. 


Solution. i) Soit A, l'événement "à la i-ième sélection, on obtient une boule 
blanche", alors Ac/i est l'événement "à la i-ième sélection, on obtient une boule 
noire" . Les événements À; sont indépendants, car les sélections se font avec 
remise, On cherche la probabilité de l'événement 


At n D AE N Ag. Or 


Р(АбПп:-- ПА ПА) = PLA... P(A- DP (Ak) 


(1 — pY**!p, 


саг Р(А;) = pet Р(А) = 1 — р. 


ii) Pour obtenir h boules noires еп h + x sélections, la dernière boule extraite 
doit être noire (autrement on aurait atteint plus rapidement l'objectif d'obtenir 
les h boules noires). Il faut réaliser deux événements indépendants, à savoir : 
dans les premières h + x - 1 sélections, on doit obtenir h - 1 boules noires (la 
probabilité de cet événement s'obtient en utilisant le modèle de Bernoulli) et 
lors de la dernière sélection on doit obtenir une boule noire (avec probabilité 
(1 - ou. Par la suite la probabilité qu'en h + x sélections on obtienne h boules 
noires est égale à 


C ra -»'ü-p- ( * ro ЕД 
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où on a utilisé la formule (7) = (, ^. ). 


On obtient la probabilité demandée en faisant т = m, donc 
h+m- 1 
P =( rna -»* 
m 


51. Un point M se déplace dans les noeuds d'un réseau du plan de la fagon suivante. 
Si le point M se trouve à un moment donné au noeud (x, y), alors dans la seconde 
suivante il peut passer au noeud (x + 1, y) avec probabilité p ou bien au noeud (x, 
y + 1) avec probabilité 1 - p. Le point M ne peut pas rester sur place, car p + (1 - 
р) = 1. Supposons que les coordonnées des noeuds sont des nombres entiers non 
négatifs, limitant le mouvement au premier cadran des axes de coordonnées du 
plan. 

i) Trouver la probabilité que le point M partant de l'origine O(0, 0) arrive au 
noeud A(a, b). 

ii) Trouver la probabilité que le point M partant de l'origine О(0, 0) atteigne le 
segment C D ой C{n, 0) et D(n, п). 

Solution. i) On utilise le modèle de Bernoulli, car à chaque seconde il n'y a que 
deux événements qui peuvent se produire (le point M fait un pas horizontal vers 
la droite ou bien un pas vertical vers le haut), avec les probabilités p et 1 - p 
respectivement. Ces probabilités restent les mêmes à n'importe quel instant et les 
déplacements exécutés à des instants différents sont indépendants. 

Pour que le point M arrive au noeud A(a, b) il doit effectuer а + b déplacements 
parmi lesquels а sont horizontaux et b sont verticaux, donc 


P(a + b; a) = C "len - py. 


ii) Soit A l'événement “le point mobile atteint le segment CD” et A, 
l'événement “le point mobile atteint le segment СР pour la première 
fois au noeud C, (n, k)”, alors А = U?_ Ap, car le segment CD peut être 
atteint à n'importe lequel des noeuds Cç, k = 0,...,n. Alors P(A) = 
у» o P(A&), car les événements Aç, k = 0,...,n sont deux à deux 
incompatibles. Pour calculer la probabilité, notons que la réalisation de 
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l'événement A, signifie la réalisation de deux événements indépendants, 
À savoir: 

В, — “à l'étape précédente, le point mobile M se trouve au noeud 
identifié par Ct (n — 1, k)”, 

Dy – “le point mobile M passe du noeud Су, au noeud Ch”, donc 


Ar = B, Dr 
et k-1 
Tk-— 
P(A) = Р(ВӘР(ФӘ) = UU" "len sl 
(pour la probabilité Р(Вь) on a utilisé le résultat du point i)). 
Donc la probabilité cherchée est 


P = X (CET pr р) р 


k=0 


ay ("E Nan 


k=0 


| 


lI 


D'un sous-marin on lance 4 torpilles contre un destroyer. La probabilité qu'une 
torpille atteigne le destroyer est 0,3. Pour couler le destroyer il suffit que deux 
torpilles le touche, tandis que si une seule torpille atteint le destroyer, il coule 
avec probabilité 0,6. Calculer la probabilité de couler le destroyer. 


Solution. Posons 4; l'événement “le destroyer est atteint par j tor- 
pilles”, 0 < j < 4 et B l'événement “le destroyer coule". Cherchons 
la probabilité de l'événement B° que le destroyer ne coule pas. Alors 
P(B*) = P(Ag)P(B* | Ao) + Р(А,)Р(В° | Aj). Pour trouver P(A;) on 
utilise le modèle de Bernoulli, car P(A;) = P(4; j). Comme 
P(B°| A Í) = 1, Р(В°| Ai) = 1— 0,6 = 0,4, on obtient P(B°) = 
P(4;0) + P(4;1) x 0,4, donc P(B^) = (0,7)* +4 x 0,3 x (0,7? x 0,4 = 
0, 404 740, et P(B) = 1 — P(B*) = 0,595 260. 

Deux joueurs Л et J> ont parié un méme montant d'argent. Ils répéteront 


plusieurs fois un jeu. Le joueur qui obtiendra un nombre fixé à l'avance de 
succès emportera la mise. Soit p la probabilité que Л ait 


2.2. Problèmes et solutions 83 


un succès à ce jeu et д = 1 — р la probabilité que le succès aille à Z. Or un 
événement impératif survient et les oblige à interrompre le jeu avant la fin. 


i) On partage le montant proportionnellement à la probabilité de gagner si le jeu 
se poursuivent. Sachant qu'il reste m parties à Л pour gagner et n parties à J, 
calculer la probabilité que Л gagne. !? 


? Montrer les identités : pour p, q > 0, p + q = 1, m et n des nombres naturels!! 


э тз) ПУ) on 


m+k- m п—1)! вол 
rE стану Ë PEDE 1 25) 
(n — 1)!m! р\* 
ДЕ — k — 1) (т + k)! ; (2 ) ) 


т—1 L 
Ф E AE #) = 1- mtn Y ai ser (2.10) 
k=0 


ER 


Solution. i) Au moment d'interrompre la partie, il manque à J et à 7, 
respectivement m et n succès pour gagner. Notons par P et Q = 1 - P les 
probabilités que le jeu soit finalement gagné раг Л ou par Ja 


"Ce problème connu sous le nom du "Probléme des parties" a une importance historique, étant 
un des premiers problèmes discutés et résolus dans la correspondance qu'échangèrent Blaise 
Pascal et Pierre Fermat. 

"Soulignons le fait que certaines inégalités ou identités numériques dont les démonstrations 
directes sont assez difficiles, peuvent étre établies trés simplement par des considérations 
probabilistes (voir aussi problème 30 ii)). 
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respectivement, si on pouvait continuer à jouer. En bonne justice, on devra 
partager la mise M dans le rapport P / Q. Les joueurs Jj et J> devraient donc se 
retirer avec les montants PM et QM respectivement. 


Le probléme consiste bien sür à calculer la probabilité P et nous allons présenter 
trois méthodes différentes pour y arriver. 


MéthodeI 


En combien de parties le joueur J, peut-il réaliser la victoire, c'est-à-dire 
remporter les m succès qui lui manque avant que J; remporte ses л succès ? La 
facon la plus simple et la plus chanceuse consiste à gagner m fois de suite. La 
plus longue consiste à prolonger le stress pendant m + (п - 1) parties. Le nombre 
de parties possibles est donc : m, m + 1, m +2,..., m + (n = 1). Pour que Л 
remporte la victoire finale, il doit bien sûr réaliser un succès à la dernière de ces 
parties. 


Cherchons la probabilité que Л gagne en exactement m + k parties, 
k = 0, 1, 2, ... , (n - 1). Pour cela, Jı doit d'abord gagner m - 1 parties dans les 
m + k - 1 premières parties, puis il doit gagner la dernière. Considérons les 
événements ` 


Kack - Ji gagne en m + k parties", 
V m+k-1;m.1 - "Jı remporte m - 1 succès en m + k - 1 parties", 
A - "J, remporte le dernier succès". 


On peut alors écrire ainsi les diverses probabilités : 


P(VA+k) = P(Vintk-1;m-1 n A) = P(Vn+k-1m-1) P(A) 


puisque les événements V4.1.) et À sont évidemment indépendants. 


On sait que la probabilité que J, ait un succès à une partie quelconque est p. On 
a donc P(A) = p. D'autre part, pour calculer P(Vmek-1;m.1) on utilise le modèle de 
Bernoulli. En effet, on a m + k - 1 répétitions indépendantes d'une méme 
expérience ; chaque expérience se solde par un succès ou un échec pour Jı ; 
à chaque fois, 1a probabilité du succés est p. Par suite 


m+k-1 _ 
P(Vin+k-1;m-1) = ( m-1 Je 1 
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et 


P(Va+k) = P(Vass-1im-1) ` P(A) 
m+k-1 m-1 k 
(CRED уе) 

m+k-1 mk 


La probabilité P que J, ait la victoire est donc: 


P = PIA + P(sa) +- PS) Pici) 


n-1 
m+k-1 m „k 
X ( m-i )» dé. 


k=0 


Ainsi 


k=0 


n-1 
m m + k-1 k : 
= . .11 
P =p (5 ( m1 J£] sin> 1 (2.11) 
D'une facon analogue, on peut montrer que 


Q= q E (hw) si m > 1. (2.12) 


h=0 


Méthode II 


On a vu que le maximum de parties à jouer pour que .À soit vainqueur est 
m + n - 1. Supposons que les deux joueurs s'entëtent à jouer toutes ces 
m + n - l parties, regardant ensuite les résultats et proclamant 
le vainqueur à la fin seulement. Le joueur J, aura la victoire s'il a gagné 
т ou m + 1 ou m + 2 оп... ou m + n - | parties sur ce lot. En effet, s'il 
a eu par exemple m succès sur m + n = l parties, son adversaire n'en 


бо 
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a ramassé que л - 1 ce qui est insuffisant pour lui donner la victoire. Avec la 
notation déjà utilisée, on peut écrire 


Р=Р (И»+в—1;т U Vmaa-imat U Vin4n-1;m+2 U--+U Ул+п- 1;m+n-1)- 
Comme ces divers événements sont incompatibles deux à deux, on peut 
écrire 


P = P(Wa+ra-um) + P(Vsia-tma) ++ P(Vin4n-1im+n-1) 


n—1 


M P (Vin+n- 1;m+k) . 
k=0 


Encore ici, en utilisant le modèle de Bernoulli, on trouve 


m+n- m+k „n-1-k 
P= X ( m+k `)» 1 


D (m +n - 1)! „prat n-1=k 
(m 


2 its 1 E ^! 
_ (т+п—1)! n—1 
— m!(n — 1)! "e 


m! (п-1)! fp\* 
(Es (m + k)! (n — 1 — k)! ; (2) ) (2.13) 
Méthode ITI 


Notons раг p, la probabilité que J, remporte la victoire, quand il lui manque 
encore m succès et qu'il en manque encore л à son adversaire J5. Supposons 
qu'ils jouent une partie de plus. J, peut remporter la victoire de l'une des deux 
façons suivantes qui sont incompatibles : 


а) Jı gagne cette partie (avec probabilité p). Il lui manque alors m - 1 succès et 
il en manque toujours л à J; pour gagner (probabilité De Lal, 


b) J perd cette partie (probabilité g = 1 - p). Il lui manque alors toujours m 
succès et il n'en manque que z - 1 à Ja pour gagner (probabilité pm n1) 
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On obtient donc la relation de récurrence suivante : 


Dan = P ` Dm—1,n + G 'Pmn-1- (2.14) 


Puisque P = Gan cette relation nous permet de calculer P par récurrence, il faut 
résoudre l'équation obtenu en (2.14) avec les conditions initiales suivantes : 


Ра = 0 si m > 0, (2.15) 
Pon = 1 si n > 0. (2.16) 


En effet, (2.15) signifie que Л ne peut pas gagner s'il ne manque plus aucun 
succès à J, pour gagner la victoire. J; est déjà vainqueur. D'un autre coté, (2.16) 
signifie que J, est déjà vainqueur puisqu'il lui manque 0 succès. Le symbole poo 
n'a pas d'interprétation probabiliste et on pose роо = 0. 


ii) Puisque P + О = 1 les formules (2.11) et (2.12) de la méthode I, donne 
l'identité (2.8). 


En égalant les relations (2.11) et (2.13) obtenues pour P avec les méthode I et IL, 
on obtient l'identité (2.9). 


Puisque Q = 1 - P, en égalant la formule (2.12) pour Q obtenue par la méthode I 
avec 1 - P où P est donné par la formule (2.13) obtenue par la méthode IL on 
obtient l'identité (2.10). 


54. D'une urne contenant 20 boules parmi lesquelles 8 sont blanches, 6 sont noires et 
6 sont rouges, on extrait successivement 5 boules, retournant chaque fois la boule 
choisie dans l'urne. Trouver la probabilité que parmi les 5 boules il y ait 
2 blanches, 1 noire et 2 rouges. 


Solution. On applique le modéle multinomial (à plusieurs états), c'est-à-dire la 
formule 


n! 
P(n;m,...,m,) 2 — p" pre. 
(n; l: B s) mim ni $ 
= 2 = 
Dans notre cas, s = 3, n = 5, т = 2, mo = 1, ms = 2, р = 6, р = 
3 3 : 
Jg: Ds = ү €t par suite 


5! 22 3 үзү 
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55. Les probabilités que le diamètre d'une pièce d'une machine soit plus petit 
(respectivement plus grand) que les limites admissibles sont 0,05 et 0,10 et la 
probabilité que le diamètre se trouve entre les limites fixées par les normes est 
0,85. On extrait au hasard 100 pièces du lot. Trouver la probabilité que parmi ces 
pièces, 5 aient un diamètre plus petit que la norme et 5 aient un diamètre plus 
grand que la norme. 


Solution On applique le modèle multinomial, c'est-à-dire la formule 


n! mi 
P(nimi,...,m,) = mim veg. 


Dans notre cas, s = 3, n = 100, m, = 5, mo = 5, тз = 90, р = 
0,05, ро = 0,10, ps = 0,85 et par suite 


100! 


Р (100; 5, 5, 90) = 5151901 


(0,05) (0, 10)*(0, 85)99. 


En prenant le logarithme оп obtient 


log P(100;5,5,90) = 105100! — 21og5! — log 90! 
+ 5 log 0, 05 + 51og0, 10 + 901og 0, 85. 


En utilisant les tables des logarithmes, on trouve 


log P(100; 5, 5,90) = 3, 7824 
d’où 
P(100; 5, 5, 90) & 0, 006. 


56. On considère trois urnes ayant les compositions suivantes: 


Urnes Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 
[Uu 1 | 4 | 
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58. 


On choisit au hasard une boule de chaque urne. Trouver la probabilité qu'on 
obtienne 2 boules blanches et une boule noire. 


Solution. On applique le modële de Poisson. On doit calculer le coefficient de x° 
du polynóme 


Р(х) = (nz + (1 — ру))(рә® + (1 — p2))(paz + (1 — рз)), 


oü 
25 p=% p= l. 
PP = g: Ps = q; 
donc la probabilité cherchée est 
=5 5 3.5. 1.3.5. 1, 2.25 
P=7*8*4 7 47 8 8 4 7 56 


On expérimente quatre prototypes d'appareil, un appareil pour chaque prototype. 
Les probabilités qu'un prototype corresponde aux normes sont 0, 8; 0, 7; 0, 9 et 
respectivement 0,85. Trouver la probabilité que tous les prototypes expérimentés 
correspondent aux normes. 


Solution. On applique le modèle de Poisson. La probabilité cherchée est le 
coefficient de x” du polynôme 


Р(х) = (0, 8x + 0, 2) (0, 7x + 0, 3) (0, 9x + 0,1) (0, 85x + 0,15), 
donc la probabilité cherchée est 
р= 0, 8х0,7х0, 9х0, 85 = 0, 428 400. 


À un concours de mathématiques, 3 candidats reçoivent une enveloppe contenant 
n billets présentant des problèmes d'algébre et de géométrie (n > 3). Les trois 
enveloppes contiennent respectivement 1, 2 et З sujets d'algèbre. Pour l'examen, 
chaque candidat choisit au hasard un billet d'une enveloppe. Trouver les 
probabilités des événements suivants : 


i) tous les candidats sont examinés sur la géométrie. 
ji) aucun candidat n'est examiné sur la géométrie. 


Hi) au moins un candidat est examiné sur l'algèbre. 
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Solution. On applique le modële de Poisson. On forme le polynóme 


59. 





Р(х) 





É 2i) (2 21) É 2) 
=x + Get |) [>z + 
n n n n n n 


(or? + (Lin — 18)z? + (6n? — 22n + 18)r 
n 
+(n - 1)(n — 2)(n — 3)) 


= Pag) + Ра? + Pax + Pa. 


i) Le terme constant du polynôme P(z) donne 


p = = De-A -3) 


ii) Le coefficient de z? du polynôme P(x), donne 


6 
P, = CH 
iii) p= 1— Fs. 
16 candidats se présentent à un concours de chant. I y a 11 hommes 
et 5 femmes. Par tirage au sort, les 16 candidats sont divisés en groupes 
de 4, chaque groupe devant se présenter au concours le méme jour. Trouver la 
probabilité que lors de la premiére journée de concours se présente un groupe 
qui compte 3 femmes. 


Solution. On applique le modéle de l'échantillon sans remise, 


OCI ps H 


( ` 1820 182 








P(5,11;3,1) = 


. D'une urne qui contient л boules numérotées de 1 à л, on extrait sans remise 


m boules (m < n). Trouver la probabilité que i, (1 < i < m) des boules extraites 
aient des numéros donnés d'avance. 


Solution. On applique le modèle de l'échantillon sans remise, 





a (B 
Pio, B; a, b) = GC 
a+b 
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où, dans notre cas d=i,,B=n-i,a=i, b =m -iet par la suite 


uso (ш) _ т(т—1).-(т—ї+1) 
P(in—i;im-i)- (2) = nn 0) niti) 





n 
m. 


61. Il y a 24 étudiants et 2 étudiantes dans une classe, chaque étudiant ayant une 
fiche. Trouver le nombre maximal de fiches qu'on doive choisir pour que la 
probabilité que parmi les fiches choisies se trouve au moins la fiche d'une 
étudiante, soit plus petite que 0,6. 


Solution. On applique le modèle de l'échantillon sans remise. Que parmi k fiches 
extraites se trouve, au moins, la fiche d'une étudiante peut se réaliser de deux 
manières incompatibles : 


° parmi les k fiches se trouve la fiche d'une étudiante ; 
° parmi les k fiches se trouvent les fiches des deux étudiantes de la classe. 


Le nombre k est le plus grand nombre naturel qui satisfasse les conditions : 


OED | OG 
— + = 5 < 0,6 
(x) (+) 
1 < k < 26. 
Effectuant les calculs, on obtient 


k2 — 51k + 390 > 0, 1 < k < 26. 
Le trinóme k? — 51k + 390 est positif dans l'intervalle (—co, 9,4) U 


(41,6, oo). Les conditions k entier et 1 < k < 26 nous donnent 
k=9. 


2.3 Problèmes proposés 


1. On utilise les 20 premiers nombres naturels pour numéroter 20 cartes. On brasse 
les cartes et on les place l'une après l'autre. Trouver la probabilité que le nombre 
18 apparaisse immédiatement après le nombre 6. 


Les racines sont calculées à une seule décimale près. 
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. Chaque nombre premier plus petit que 20 est écrit sur une carte. On brasse les 


cartes et on les place l'une après l'autre. Trouver la probabilité que les nombres 
premiers 3 et 19 soient voisins (indifféremment de l'ordre). 


. Les 12 numéros d'une revue annuelle sont rangés au hasard sur une étagère. 


Trouver la probabilité que les revues soient rangées dans l'ordre de leur parution. 


. Les 24 numéros d'une revue bimensuelle sont rangés au hasard sur une étagère. 


Trouver la probabilité que les revues ne soient pas rangées dans l'ordre de leur 
parution. 


. On lance 4 fois une pièce de monnaie. Trouver la probabilité que 


i) face apparaisse 2 fois. 


ii) face apparaisse au moins une fois. 


. On lance trois dés. Sachant que les dés sont tombés sur des faces différentes, 


trouver la probabilité qu'apparaisse un deux. 


. On lance deux dés z fois. Pour quelles valeurs de z la probabilité qu'apparaisse au 


moins une fois le double six sera plus grande que 1/2 ? 


. Deux partenaires d'habilité égale jouent au échec. Notons раг p,,,, la probabilité 


que de z parties un des joueurs gagne m parties. Montrer que 
Р 43 > Р 8,5- 
Interpréter le résultat. 


9. On lance deux dés. Trouver la probabilité : 


i) qu'on obtienne une paire. 
ii) que la somme des points obtenus soit divisible par 3. 
ш) que la somme des points obtenus soit un nombre pair. 


iv) que la somme des points obtenus soit un nombre plus grand que 10. 


10. Chaque coefficient de l'équation trigonométrique a tanx = b est déterminé en 


lançant un dé et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité 
que l'équation donnée possède les solutions x = x / 4 + Кт où k est un nombre 
entier. 
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11. Chaque coefficient de l'équation ax - b = 0 est déterminé en lançant un dé et en 
prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que l'équation 
donnée ait comme racine un nombre entier. 


12. Chaque coefficient de l'équation ax? + bx + c = 0 est déterminé en lançant un dé 
et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que l'équation 
donnée ait une racine double. 


13. On range au hasard 20 livres sur trois tablettes. Trouver la probabilité que la 
première tablette reçoive 8 livres. 


14. On range au hasard 18 crayons dans deux plumiers. Trouver la probabilité qu'un 
plumier fixé reçoive 6 crayons. 


15. Neuf crayons à colorier parmi lesquels 3 sont rouges, 3 verts et 3 bleus sont 
rangés au hasard dans trois boîtes qui ne peuvent contenir plus que 3 crayons 
chacune. Trouver la probabilité que chaque boîte contienne un crayon de chaque 
couleur. 


16. Quatre écoles inscrivent chacune 10 étudiants à un concours d'orientation 
touristique. Par tirage au sort, on forme des groupes de 4 étudiants. Trouver la 
probabilité que chaque groupe comprenne un représentant de chaque école. 


17. Un paquet de 36 cartes à jouer, contenant 18 cartes rouges et 18 cartes noires, est 
divisé au hasard en deux parties égales. 


i) Trouver la probabilité que chaque partie contienne un nombre égal de cartes 
rouges et noires. 


ii) En utilisant la formule de Stirling, "арргохітег" la probabilité trouvée au 
point 1). (Voir la Note du problème 17, Section 2.2). 


18. D'une urne contenant № boules numérotées de 1 à N, on tire sans remise z boules. 
Soit x, <... < Xm <... < x, la suite croissante des numéros inscrits sur les boules 
pigées. Trouver la probabilité que xm = M. Pour quelles valeurs de M, P(xm = M) 
#0? 


19. D'une urne contenant № boules numérotées de 1 à №, on tire sans remise z boules. 
Trouver la probabilité que 


i) le plus petit nombre inscrit sur les boules pigées soit égal à M. 


ii) le plus grand nombre inscrit sur les boules pigées soit égal à M. 
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20. 


Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


Soit À et B deux événements compatibles. Montrer que les événements A N B, 4° 
N B^ et (A \ В) U (B NA) forment un système complet d'événements. 


21. Une cible est constituée d'un disque et de trois couronnes concentriques. Un tireur 


22. 


atteint le disque et les couronnes avec les probabilités respectives 0, 20; 
0, 15; 0, 12; 0, 10, lors d'un tir. Trouver la probabilité qu'en effectuant un seul tir 
on atteigne la cible. 


À la suite d'une expérience, quatre événements incompatibles A, k = 1, 2, 3, 4 
peuvent apparaître avec probabilités respectives 0, 02; 0, 07; 0, 08; 0, 05. 
Trouver la probabilité qu'en effectuant l'expérience, au moins un événement 
parmi les quatre apparaisse. 


23. Dans les conditions du problème 18, trouver la probabilité des événements 


i) Xm Z M, 
ii) Xm < M 


iii) М, < x, x М» 


24. Dans les conditions du problème 18, trouver la probabilité des événements 


i) Xm < M, 


ii) xm > Ma 


25. D'une urne contenant V boules numérotées de 1 à N, on tire sans remise # boules. 


Trouver la probabilité que le plus petit nombre inscrit sur les boules choisies soit 
i) au moins égal à M1. 

ii) au plus égal à M2. 

iii) plus grand que М, et au plus égal à Mo. 


26. D'une urne contenant N boules numérotées de 1 à N, on tire sans remise # boules. 


Trouver la probabilité que le plus grand nombre inscrit sur les boules choisies 
soit 


i) au moins égal à Mj. 
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ii) au plus égal à M». 
iii) plus grand que M, et au plus égal à M». 


27. Dans une urne il y a 3 boules blanches et 5 noires. On extrait successivement sans 
remise deux boules. Trouver la probabilité que les deux boules choisies soient 


i) blanches. 
ii) noires. 
iii) une blanche et une noire. 


28. En utilisant un modéle probabiliste vérifier l'identité 


n-a (п—а)(п—а—1) . (n-a) 2-1 
п-1 (n-06-2 (G Do (+b ` 





n 
1+ a! 
où a et n sont des nombres naturels et n > a. 


29. D'une urne contenant а boules blanches et b boules noires, on extrait sans remise 
n boules (n « b). 


i) Trouver deux expressions pour exprimer la probabilité que parmi les boules 
pigées il y ait au moins une boule blanche. 


ii) Montrer l'identité 


[1 h q... b(b— 1)... (b-n +2) 
а+6— 1 (a+b—1)(a+b—2)...(a+b-n+1) 
= ài- ЫЬ —1)--:(b— n 1) ) 
а (a - b)(a - b —1)---(a--b n 1) 


où a, b, n sont des nombres naturels et n < b. 


30. On considère л urnes numérotées de 1 à n. Chaque urne contient а boules 
blanches et b boules noires. On transfert au hasard une boule de la première urne 
vers la deuxième, ensuite de la deuxième vers la troisième et ainsi de suite. On 
extrait une boule de la derniére urne. Trouver la probabilité que la boule sortie 
de la derniére urne soit blanche. 
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31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


Dans chacune de л urnes on introduit № boules numérotées de 1 à N. On extrait 
une boule de chaque urne. Soit M < N. Trouver la probabilité que le plus grand 
nombre inscrit sur les boules choisies soit 


i) au plus égal à M. 
ii) plus grand que M. 
їй) égal à M. 


Dans chacune de # urnes on introduit N boules numérotées de 1 à N. On extrait 
une boule de chaque urne. Soit M < N. Trouver la probabilité que le plus petit 
nombre inscrit sur les boules choisies soit 


i) au moins égal à M. 
ü) égal à M. 
iii) au plus égal à M. 


Soit À et B deux événements aléatoires indépendants. Montrer que les 
événements А et B° sont indépendants. 


Un tireur peut atteindre une cible avec une probabilité de 4/5. S'il atteint la cible 
d'un seul tir, il a le droit à un autre tir sur une deuxiéme cible. La probabilité 
d'atteindre les deux cibles est 2/5. Trouver la probabilité d'atteindre la deuxième 
cible. 


Le déclenchement d'un réseau électrique se produit quand le courant sort du 
circuit formé de trois éléments liés en série. Soit pj = 0, 3, р» = 0, 4 et p3- 0, 2 les 
probabilités respectives de sortir des trois éléments, la sortie des éléments se 
faisant de façon indépendante. Trouver la probabilité que la réseau ne se 
déclenche pas. 


Un appareil qui contient N lampes cesse de fonctionner quand une lampe devient 
défectueuse. La probabilité que n'importe quelle lampe devienne défectueuse est 
p et les lampes opèrent indépendamment. Lorsque l'appareil s'arrête il faut tester 
les lampes une à une jusqu'à ce qu'on trouve la lampe défectueuse. Quelle est la 
probabilité que la lampe défectueuse soit détectée au #-ième test. 


Soit p, la probabilité qu'une personne âgée de x ans soit encore en vie une année 
plus tard et px la probabilité qu'une personne âgée de x ans soit encore en vie 
t années plus tard. Montrer que 
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38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


i) t+uPr =t Pr "o Pr+t 
ii) Vie = Der Dz+1 ` ` ` Pr+4t-1 


Remarque. g, = 1 - p, c'est-à-dire la probabilité qu'une personne de x ans 
meure durant cette année s'appelle le taux de mortalité à l'âge x et est utilisée 
pour construire les tables des taux de mortalité utilisées en assurance. 


Montrer que si P(A \В) > P(A) alors P(B \А) > P(B). 


On extrait au hasard une pièce d'un lot de pièces parmi lesquelles 5% sont 
défectueuses et 6895 des bonnes piéces sont de premiére qualité. Trouver la 
probabilité que la pièce pigée soit de première qualité. 


Soit P(A) = pı et P(B} = рг # 0. Montrer que 
P(A|B) > ptpm-l 
P2 


À l’aide des probabilités P(A), P(B) et P(An B), évaluer les proba- 
bilités suivantes: 


i) P(A* U B*), 

ii) P(A° n B°), 

ш) P(A*N B), 

iv) P(A*U B), 

v) P((AU В)?), 

vi) P(An BY), 

vii) P(AU (Ап B)), 

viii) P(A^ n (AU B)), 

ix) P(AVB) U (BN 4). 

Soit A, B et C trois événements aléatoires. Posons D = A*'1B*nC et 
= (Ао В) пс. 


i) À l’aide des probabilités Р(А), Р(В) et P (C), évaluer la probabilité 
P(Du E). 
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43. 
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ii) Supposons que P(A) = 0,45; P(B) = 0,40; P(C) = 0,50; P(A n 
B) = P(A n С) = 0,20; P(B n O) = 0,10; P(A n BNC) = 0,04. 
Calculer P(D) et P(E). 

Deux tireurs tirent simultanément sur une cible. Trouver la probabilité que la 


cible soit atteinte par au moins un des tireurs, sachant que les probabilités 
d'atteindre la cible sont de 0,7 et 0,8 respectivement pour les deux tireurs. 


44. On effectue trois tirs indépendants sur la même cible. Les probabilités d'atteindre 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


la cible sont 0, 8; 0, 6 et 0,6 respectivement. Trouver la probabilité que la cible 
soit atteinte par au moins un des tirs. 


Le déclenchement d'un circuit électrique se produit quand le courant sort du 
circuit de l'élément E, ou des deux éléments E, et Es. Soit pl = 0, 3, p, = 0, 2 et 
рз = 0, 2 les probabilités de sortir du circuit des trois éléments respectifs, la 
sortie des éléments se faisant de façon indépendante. Trouver la probabilité que 
le circuit se déclenche. 


Quatre boules numérotées de 1 à 4 sont introduites au hasard dans quatre boîtes 
numérotées de 1 à 4, une boule par boîte. Trouver la probabilité que le nombre 
inscrit sur chaque boule diffère du nombre de la boîte dans laquelle elle se 
trouve. 


On lance n dés. Trouver la probabilité que les faces 1, 2, 3, 4, 5 et 6 apparaissent 
au moins une fois. 


Un lot de 100 pièces est soumis à un contrôle de qualité. Le lot est rejeté si on 
trouve au moins une pièce défectueuse parmi quatre pièces choisies au hasard 
dans le lot. Sachant que le lot contient 2% de pièces défectueuses, trouver la 
probabilité p que le lot soit rejeté. 


Il y a M billets gagnants parmi les N billets d'une loterie. Une personne achète л 
billets, n < N - M. Trouver la probabilité qu'au moins un de ses л billets soit 
gagnant. 


On considére deux urnes ayant les compositions suivantes : 


Urnes Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 








2 l 
3 2 
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Après avoir transféré une boule de l'urne Ú, а l'urne U2, on extrait une boule de 
l'urne 0. Trouver la probabilité que la boule sortie soit blanche. 


51. On considère deux urnes ayant les compositions suivantes : 

















où d + b, = n; et aa + ba = по. Une boule est tranférée de l'urne U, à l'urne U, et 
après on extrait une boule de l'urne U,. Trouver la probabilité que la boule pigée 
soit 


i) blanche. 


ii) noire. 


52. Un joueur est en présence de 2 urnes, ayant les compositions suivantes : 


53. 








Urnes Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 
Ui 4 2 








Le joueur choisit au hasard une des 2 urnes et décide d'effectuer par la suite tous 
ses tirages exclusivement dans l'urne choisie, en remettant la boule tirée aprés 
chaque tirage. Trouver 


ila probabilité que la troisième boule tirée soit blanche, sachant que 
les 2 premières l'ont été. 


ii) la probabilité que la n-ième boule tirée soit blanche. 


Soit trois urnes U1, Uz et Us. Les probabilités de choisir au hasard 
une urne parmi les trois sont respectivement, PU) = 1, P(U2) = 
š, P (Us) = 2. 

Dans l'urne U, il y a deux boites, Bı et B>. Les probabilités de choisir 
dans U, une de ces boîtes sont respectivement P(B) = 2, P(B2) = š. 
Les urnes ont les compositions suivantes: 
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Urne No boules | No boules | No boules | No boules 
rouges bleus blanches vertes 











i) Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge de LA? 


ii) Une boule a été tirée, elle est rouge. Quelle est la probabilité qu'elle 
provienne de U5? 


54. On considére trois urnes ayant les compositions suivantes : 


Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 














Une urne a été choisie au hasard, et de cette urne on a tirée une boule, elle est 
noire. Quelle est la probabilité que l'autre boule de cette urne soit blanche ? 


55. On considére cinq urnes ayant les compositions suivantes : 


Urne Nombre de Nombre de 
boules blanches boules noires 








On extrait au hasard une boule d'une des urnes, elle même choisie au hasard, et 
on constate que la boule pigée est blanche. Trouver la probabilité que la boule 
ait été extraite de l'urne Ua. 


56. On considére trois urnes ayant les compositions suivantes : 
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57. 


58. 


59. 


60. 











Urne Nombre de Nombre de Nombre de 
boules blanches | boules noires | boules rouges 
3 3 
1 1 
3 3 











On choisit une urne au һавага et on extrait deux boules. On constate qu'une des 
boules est blanche et l'autre est rouge. Trouver la probabilité que la sélection ait 
été faite de l'urne L ou de l'urne U5. 


On considère deux lots de pièces parmi lesquels un lot contient 1/4 de pièces 
défectueuses et l'autre lot n'a que des pièces acceptables. On choisit au hasard un 
lot et on en tire une pièce qui s'avère acceptable. On remet la pièce dans le lot et 
on extrait ensuite une pièce de ce même lot. Trouver la probabilité que la 
deuxième pièce soit défectueuse. 


La probabilité que la consommation d'électricité pendant une période de 

24 heures ne dépasse pas les normes établies est 0,8. Trouver la probabilité que 
trois fois en cinq jours consécutifs la consommation en électricité ne dépasse pas 
les normes établies. 


À la suite d'une expérience, l'événement A peut apparaître avec probabilité p. On 
répète n fois l'expérience de façon que les résultats soient indépendants. Trouver 
la probabilité que 


i) l'événement À apparaisse au moins une fois. 
ii) l'événement À apparaisse au moins deux fois. 
iii)l'événement À apparaisse au moins trois fois. 


Un ouvrier s'occupe simultanément de 10 machines de même type. La 
probabilité qu'une machine nécessite une intervention dans un intervalle de 
temps t est égale à 1/3 et est la même pour toutes les machines. Trouver la 
probabilité que 


i) dans l'intervalle de temps donné, 4 parmi les 10 machines aient nécessité une 
intervention. 


ii) le nombre de machines qui ont nécessité une intervention dans le méme 
intervalle de temps t soit au moins égal à trois et au plus égal à six. 
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61. 


62. 


63. 


65. 


66. 


67. 
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Huit tireurs visent simultanément une cible. La probabilité qu'un tireur atteigne la 
cible est p = 0, 4 et est la même pour tous les tireurs. Trouver la probabilité que la 
cible soit atteinte par au moins 3 et au plus 5 tireurs. 


Un lot de 20 colombes migratrices est expédié vers une destination. La 
probabilité qu'une colombe revienne est p = 0, 4 et elle est la mëme pour toutes 
les colombes. Trouver la probabilité 


i) que 14 colombes reviennent. 

п) qu'au moins 8 colombes reviennent. 

ш) qu'au plus 18 colombes reviennent. 

iv) que reviennent au moins 10 et au plus 16 colombes. 
Soit P(n ; m) = (n/m) p" (1 - p)", 

i) Montrer que 

P (n; m + 1) > P(n; m) si (n + Vp» m + 1. 

P(n; m+1) = Р(п;т) si (п + )р=т+1. 

P(n; m + 1) < P(n; m) si (n + Vp < m + I. 

iD Interpréter le résultat du point 1). 


iii) Trouver le nombre le plus probable de succès, où par le nombre le plus 
probable de succès on comprend la valeur entière du nombre m tel que P(n; m), 
considéré comme fonction de m, atteigne son maximum. 


. Trouver le nombre de succès le plus probable d'un modèle de Bernoulli 


pour л = 20 et p = 1/6. 


Quel est le nombre le plus probable de colombes qui reviendraient quand on 
envoie un lot de 40 colombes et que la probabilité de retour pour n'importe quelle 
colombe est p = 0, 3 ? 


Trouver le nombre le plus probable de succès d'un modèle de Bernoulli 
pour n = 50 et p = 1/3. 


La probabilité qu'un tireur atteigne une cible est p = 0, 8. On effectue 10 tirs dans 
les mëmes conditions. 


i) Trouver la probabilité que la cible soit atteinte au moins 2 fois. 


ii) Quel est le nombre le plus probable de fois que la cible soit atteinte ? 
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68. La probabilité que le gardien de but d'une équipe de soccer attrape le ballon sur 
un coup franc de 11 mètres est p= 0, 3. Trouver 


i) la probabilité qu'en 4 coups il attrape le ballon chaque fois. 
ii) la probabilité qu'en 3 coups francs, il permette au plus 2 buts. 


iii)le nombre le plus probable de buts quand on effectue 4 coups francs 
à 11 mètres. 


69. La probabilité qu'on prenne au hasard une pièce défecteuse d'un lot est 0,005. On 
contrôle 100 pièces du lot. On les extrait du lot, successivement et avec remise. 
Trouver 


i) la probabilité que 4 pièces soient défectueuses. 
ii) la probabilité d'avoir au plus 6 pièces défectueuses. 
iii)le nombre le plus probable de pièces acceptables. 


70. Une cible consiste en un disque et deux couronnes concentriques. Les probabilités 
que lors d'un tir, on atteigne le disque, respectivement les couronnes, sont 0, 2; 
0, 32 et 0,4. Sachant qu'on a fait 10 tirs dans les mêmes conditions, trouver la 
probabilité que 5 tirs aient atteint le disque, 4 tirs aient atteint la première 
couronne et 1 tir la seconde couronne. 


71. Une urne contient un même nombre de boules de quatre couleurs. On effectue 
avec remise 4 fois la sélection d'une boule. Trouver la probabilité de piger une 
boule de chaque couleur. 


72. Un ouvrier produit avec probabilités 0, 96; 0, 03 et 0,01 une pièce acceptable, une 
pièce avec un défaut remédiable et une défectueuse, respectivement. L'ouvrier a 
produit 3 pièces. Trouver la probabilité que parmi les trois pièces produites, on 
ait au moins une pièce acceptable et au moins une défectueuse. 


73. Trois classes de même niveau se présentent à un concours "Génies en herbe" et 
comprennent respectivement 


Classes | Nombre de | Nombre de 
garçons filles 





G 
C2 


Сз 
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74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


Pour la première question on choisit au hasard un étudiant de chaque classe. 
Trouver la probabilité que parmi les étudiants choisis il y ait deux garçons et une 
fille. 


Une équipe de quatre sportifs jouent au golf. Les probabilités respectives de 
perdre une balle pour chaque joueur de l'équipe sont de 0, 05; 0, 04; 0, 06 et 0,03. 
Chaque joueur tire une balle. Trouver la probabilité que l'équipe perde une balle. 


Une équipe de trois tireurs tirent sur une cible. Pour chaque succès on accorde à 
l'équipe un point. Les probabilités d'atteindre la cible sont 0, 7; 0,8 et 0,6 pour 
chaque tireur respectivement. Trouver la probabilité que l'équipe marque 
2 points, alors que chaque tireurs tire une seule fois sur la cible. 


Un tireur tire un seul coup de feu de chacun des 5 fusils dont il dispose. Les 
probabilités d'atteindre la cible sont respectivement 0, 8; 0, 7; 0, 4; 0, 9 et 0,5 
pour les cinq fusils. Trouver la probabilité que 


i) la cible soit atteinte 3 fois. 
ii) la cible soit atteinte au moins 2 fois et au plus 4 fois. 


À une loterie il y a 400 billets, dont 4 gagnants. Une personne achéte 10 billets. 
Trouver la probabilité d'avoir au moins un billet gagnant. 


Dans un lot de N pièces, il y а M défectueuses. On choisit au hasard л pièces dû 
lot (n < N). Trouver la probabilité que parmi les pièces choisies m soient 
défectueuses (m < M). 


Dans une urne, il y a 36 boules de couleur blanche et noire dans un rapport d'une 
boule blanche pour 8 boules noires. On extrait sans remise 3 boules. Trouver la 
probabilité que parmi les boules choisies il y ait une boule blanche. 


Huit étudiants parmi lesquels il y a 4 filles et 4 garçons sont divisés au hasard en 
deux groupes égaux. Trouver la probabilité que dans chaque groupe il y ait le 
méme nombre de garcons que de filles. 


Dans une salle de spectacle disposant de N places, on occupe au hasard z places 
(n < N). Trouver la probabilité que parmi les places occupées il y en ait m fixées 
d'avance (m < n). 


2.4. 
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83. 


84. 


85. 


86. 


87. 
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. Dans une urne il y a 40 boules, 10 blanches, 10 noires, 10 rouges et 10 vertes. On 
extrait sans remise 2 boules. Trouver la probabilité que parmi les boules pigées il 
y ait au moins une boule blanche. 


Une urne contient 2n boules blanches et noires et soit p la proportion de boules 
blanches dans l'urne. On tire les boules par couples, sans remettre les boules 
tirées. Un couple est homogène si les boules sont de même couleur. Calculer la 
probabilité que le premier couple soit homogène. Examiner ensuite le cas 
particulier p = 1/2. 


Dans les conditions du problème 79, trouver la probabilité d'avoir au moins une 
boule blanche. 


À une loterie, il y a 10 000 billets parmi lesquels 100 sont gagnants. Une 
personne achète m billets. Trouver la plus petite valeur m telle que la probabilité 
d'avoir au moins un billet gagnant soit plus grande que 0,5. 


On propose à une personne de lancer une pièce de monnaie un certain nombre de 
fois et si elle obtient face exactement 5 fois, elle recevra un prix. Au début, elle 
doit décider elle-même du nombre de fois qu'elle lancera la pièce de monnaie. 
Quel nombre doit elle choisir afin de maximiser ses chances de gagner ? Quelle 
est alors la probabilité de gagner ? 


Un événement À arrive avec une probabilité p = 0, 01 lors d'une épreuve. Trouver 
le nombre z d'épreuves qu'on doit faire pour que la probabilité que A se réalise 
au moins une fois soit supérieure ou égale à 1/2. 


2.4 Indications et réponses 





1. pz 1908 = 1. (voir problème 3, Section 2.2) 
2, p 22 х RE = 1. (voir probléme 3, Section 2.2) 
3. Cas favorables: 1; cas possibles: 12!, donc p = үи. 


4. p=1- 3. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


. i) cas possibles: 24 = 16; cas favorables: 6, donc p = $ 


ii) On calcule la probabilité de l'événement contraire: 


al =1— 1 — 15 
q = 16 et p =1- g = 16' 


. On calcule la probabilité de l'événement contraire: cas favorables: 5 x 


4 x 3 (les possibilités de choisir trois faces différentes, toutes différentes 


de 2); cas possibles: 6 x 5 x 4, donc p = 1 — 58 = 1. 

. On a 1 — (än > 1 (voir problème 4, Section 2.2), donc (8)" < š et 
en prenant les logarithmes, on obtient n > Leen = 24,6, donc 
n > 25. 13 


56 


. pa = Á = 1, pss = 8 = ag: donc раз — pas > 0. П est plus proba- 


ble qu'un joueur gagne trois parties quand il en joue quatre face à un 
adversaire de méme. force que d'en gagner 5 de 8. Le résultat semble 
surprenant, car à š < 3; раг la théorie des probabilités се résultat peut 
ëtre expliqué de la façon suivante. Quand le nombre total de parties 
jouées croît, alors en général la probabilité d’un certain résultat peut 
diminuer, car le nombre de cas possibles croît et pas toujours dans le 
même rapport que le nombre de cas favorables. (Voir aussi problème 
5, Section 2.2). 


i) p =. ii) p = 2 =. iii) p = 02 => iv) p = & = р. 
Il faut que а = b, donc en lançant deux dés il faut obtenir une paire; 


p= і“ 
Cas possibles: 6? = 36; cas favorables: 14 c'est-à-dire le nombre de 
paires de nombres naturels (a, b) tel que 1 < a, b < 6 et alb (a divise Б), 
donc p = É = Z. 

Cas possibles: 63 = 216; cas favorables: 5, c'est-à-dire le nombre de 
triplets (a,b,c) de nombres naturels où 1 € a,b,c < 6, b? — 4ac = 0, 


donc p = 555.18 


20 12 
p= (a (voir problème 11, Section 2.2). 


“voir la note du probléme 5, Section 2.2. 


14 


Pour une autre méthode de résolution voir problème 30, Section 3.3. 


Pour une méthode plus simple de résolution voir problème 35, Section 3.2. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 


18 
p= e (voir probléme 11, Section 2.2). 
p= sy (voir problème 17, Section 2.2). 


p= (^ Qoy* (voir probléme 17, Section 2.2). 


18\/18 
: ( ) (18!)4 
i) p = 5* ЧА e Sela ` 


ji) n! = ne” y Inn x 
ii) n! z n"e y 2rn donc p SE, 


M-1Y/N- M 
p= Ak, Hya (3) cas possibles. On trouve le nombre de cas 


favorables, (M71) (CM) de la facon suivante. Il y a (#71) manières de 
choisir les m — 1 boules numérotées par des nombres plus petits que M 
(on choisit m — 1 boules parmi les boules numérotées 1,2,..., M — 1); 
ensuite une seule manière de choisir la boule numérotée M, et enfin 
(N-M ) manières de choisir n — m boules numérotées par des nombres 
plus grands que M (on extrait n — m boules parmi N — M boules 
numérotées M + 1, M + 2,..., N), au total (М-1) x 1 x (Y) cas 


favorables. P(x, = М) #0pour m < M < N —n+m. m 


N-M 
Lt , qu'on obtient du problème 18, avec m = 1. 


n 


i) p = 
м-ї 


ii) p = 3754, qu'on obtient du problème 18, avec m = n. 


On utilise le fait que (ANB)U (B NA) = (AN BS) U (Ап B) et on 
constate que les événements sont deux à deux incompatibles. De plus, 
(An B)u(A*n Ве) о ((А\ B)U (BN AU = 9; 

P(An B) + P(A*n B°) + P((A\B)U(B\4À))=1. 

p = 0,20 + 0, 15 + 0, 12 + 0,10 = 0,57. 

p= PUE Alz YR P(A,) = 0,22. 

i) 


P(zm > Mi) = P(zm = М) + P(zm = М + 1) 
+++ + P(zm = N) 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Or P(zm = k) # 0 si m < k < N —n- m, donc 


N-nim fk-1\/N-k 
P(zm 2 M) = У Cn) (am) 
k=a (2) 
oà a = max (m, M). 
ii) 
P(zm < Мз) P(za = 1) + Р(ш„ = 2) +++ + P(za = Mo) 
B (k! N-k 


PACE 


k=1 


où 8 = min (N =n +m, Mo}. 
iii) Р(М, < zm < M3) = Biz < Mo) - P(%m € Mi). 


. i) Р(=һ < М) =1- P(Zm > M). 


ii) P(zm > M2) = 1 — P(zm < M) (voir problème 23). 


On obtient le résultat comme cas particulier du problème 23, avec m = 
1. 


On obtient le résultat comme cas particulier du problème 23, avec m = 
n. 

iy 3 2. 3. 
i) 8 X $ = š; 
uy B4. 5. 

ii) ü x 7 = 14) 

=... 3 5 — 1 

iii) 2 x š x 3 = з. 

On considère une urne ayant n boules parmi lesquelles a sont blanches. 
On extrait, sans remise, une boule à la fois. Soit A, l'événement “la 
première boule blanche est pigée à la sélection de rang k”. L'égalité 
STT P(Ax) = 1 donne l'identité demandée. 


i). La probabilité demandée peut être obtenue de deux façons. On cal- 
cule la probabilité de l'événement contraire. Dans ce cas la probabilité 
cherchée est 


b(b— 1). (b—n4-1) 


p-l- ahati (attnr) 
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On peut aussi calculer directement la probabilité demandée, Dans ce cas on 
obtient alors 





= L (14 ea 
P= F6 a+b—1 


ЫЬ —1)---(b—n4-2) ) 
(a--b — 1)(а+6— 2)... (а+5-љ+1)/ 


ii) On utilise les deux expressions de la probabilité obtenues au point précédent, 


30. Notons p;, la probabilité d'extraire une boule blanche de l'urne k. Alors 


a+ a 
= —— ————(1-— k —1,...,^n—1 
DE+1 abi рв! рк), 1, ,n 1 


et parce que 
a 
pi = arb 
on obtient _ a 
bes? 


31. i) p = 4. Pour la sélection d'une seule urne il y а M cas favora- 
bles (les boules 1,2,..., M) et N cas possibles, donc la probabilité est 
М. Si on extrait maintenant une boule de chacune des m urnes, les 
sélections étant indépendantes, la probabilité cherchée est le produit 
des probabilités correspondant aux sélections de chaque urne, donc 
M 


N 

ii) q =1-p =1- (#)*. 

iii) Soit p, la probabilité que le plus grand nombre choisi soit égal à k. 
Alors, en utilisant le résultat du point i), on a 


M? 
р= р +р +: +рм = т: 
mais 
_ (M - 1)" 
р ++: FPM-1 = we: 
d'où, par soustraction, on obtient 
_ М" (M-1) 
PU Ta рн C 
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32. 


33. 


35. 
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i) p = (N M+). les cas favorables pour la sélection d'une seule urne 
correspondent aux boules numérotées M, M + 1,..., N. П y a donc 
N — M + 1 cas favorables. 


ii) Soit p, la probabilité que le plus petit nombre choisi soit égal à k. 
Alors, en utilisant le résultat du point i), on a 


(N — M +1)" 
р= рм +рмт t FPN => Nn _ >”? 
et 
_ (N - My 
Du +рм+2 te HPN =" jn? 


d’où, par soustraction, on obtient 
(N—M+1)* (N- M)" 
Рм = N Nr C 


n 


iii) p T pa + >>> + pm =1- (F4) 


P(A*N B") = P((QNA)n B°) 
P(B*\ (An B*)) 
P(B°) — P(An B°) 
Р(В°) - P(An (QN В)) 
P(B*) — P(A) + P(An B) 
) 
) 


y H H H IH 


1 


P(B°) — P(A) + P(A)P(B) 
P(B°) = P(A)(1 — Р(В)) 

= Р(В°)— P(A)P(B°) 

= P(A*)P(B9. 


. Soit À et B les événements “le tireur atteint la première cible au рге- 


mier tir" et “le tireur atteint la deuxième cible au deuxième tir.” А et B 
sont des événements indépendants. On a P(AN B) = P(A)P(B) d'op 
2 = $P(B) donc P(B) = 1. 


Soit A, l'événement "le courant ne sorte pas de l'élément К”, k = 
ps) = 0,336. 
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36. Les n - 1 premières lampes testées doivent être bonnes et la #-ième lampe testée 


37. 


38. 
39. 


40. 


41. 


doit être défectueuse, donc P = (1 - p"! p. 


i) Pour qu'une personne de x ans soit en vie après г + и années, il faut d'abord 
qu'elle soit en vie après z années et à partir de l'âge de x + г ans, elle doit encore 
rester en vie pour # années, donc 


t+uPx =t Pr "a Pr+t- 
ii) 


ds = t-1Pz ` Pr+t-1 
t-1Px = t-2Px ` Dz+t—-2 


2Pz ` = Pr'Pr+l 


et en multipliant membre à membre les égalités ci-haut, on obtient 
légalité désirée. 


Cela découle de Р(А)Р(В| À) = P(B)P(A| B). 


Soit A et В les événements “la pièce est bonne” et “la pièce est de 
première qualité" Alors P(A) = 0,95, P(B| A) = 0,68 et P(B) = 
P(B | A)P(A) = 0,95 x 0,68 = 0, 646. 


On utilise la relation P(AU B) = P(A) + P(B) — Р(АП B) et le fait 
que P(AU B) < 1. On obtient P(B) — P(ANB) < P(A*) et en tenant 
compte de P(A| B) = PED. on obtient P(A| B) > BOT AU. 

i) P(A* U B^) = P((An BF) =1— P(An B). 


ii) P(A*N Bs) = P((AU BY) = 1 — P(AUB) = 1- (P(A) + P(B) — 
P(An B)). 


iii) P(B) — Р(А п B), car АПВ = (QV A) N B = B \ (An B). 
iv) 1 — P(A) + P(An B), en appliquant iii). 

v) semblable à ii). 

vi) semblable à i). 

vii) P(A) + P(B) — P(An B), car AU(4*n B) = AU B. 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
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viii) mëme chose que iii). 

ix) Р((А\ B)U(B\ A)) = P(An Ве) + P(Bn A*) = P(A) + P(B) — 
2P(An B). 

i) Comme А1В° = (AUB)*, les événements D et E sont incompatibles, 
DnE-0et DUE =C. Donc P(DU E) = P(D) + P(E) = P(C). 
ii) E = (AU В) пс = (An C) U (Bn C), donc 


P(E) = P(An C) + P(Bn C) - P(An Bn C) = 0,26. 
P(DU E) = P(D)+ P(E) = P(O), d'où P(D) = 0,24. 


Soit A, et A; les événements “le premier tireur atteint la cible" et “le 
deuxième tireur atteint la cible". P(A U Аз) = P(A1) + P(A3) — 
Р(А N Ag) = 0,7 + 0,8 — 0,7 x 0,8 = 0,94, ou plus simplement, 
P(A, U Ag) = 1 — P(AS N As) = 1 — 0,3 x 0,2 = 0,94. 


On demande la probabilité p d'une réunion d'événements compatibles. 
Soit A, l'événement “atteindre la cible au k-iëme tir," k = 1,2, 3; alors 


p = P(A U A2 U Аз) 


3 
Y P(A) - Y ` P(Aj)P(44) 
k=1 j«k 
+Р(А,)Р(А»)Р(Аз) 
0,968, 


Il 


ou plus simplement, 

1—-g-21-— Р(А П A; n As) 
1 — P(Aï)P(45)P(45) 

1— 0,2 x (0,4)? — 0,968. 


li 


p 


Il 


Soit A, l'événement “sortir du circuit de l'élément Б”, k = 1,2,3. On 
calcule la probabilité de l'événement contraire: q = P(A$N( ASUAS)) = 
P((A$NAS)U(ASNA$)) = P (Aç n AS) + P(ASN AS) -P( ASN Ag An 
A$) = 0,7x0,8--0,7x0,8—0, 7x0, 8x0, 8 = 0,672 et p = 1—q = 0,328. 


p= i _ à + i = š (voir problème 38, Section 2.2; ici on demande la 


probabilité de l'événement contraire). 
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47. p = 1— 6(5)" + 15(2)” — 20(3)" + 15(2)^ — 6(1)". En effet, soit A; 
l'événement “la face ¿ apparaît au moins une fois”, 4 = 1,2,3,4,5,6, 


alors on cherche 
6 
1- P (Ü 4) 
il 


(б) 
ї=1 
6 
1-Y P(AD +Y Р(Аф п AS) 


ll 


Il 


?=1 i<j 
- Y. P(AÏN AS A Aj) 
i<j<k . 
+ Y. P(AÏNASN AE п А?) 
i<j<k<! 
- M, P(AfNAJNAENAFMNAS) 
icj«k«l«m 


+ P(A N ASN An ASN ASN AS). 

Notons que Р(А N А5 n А5 П AGN Aën A$) = 0. 
48, On calcule la probabilité de l'événement contraire. Soit A; l'événement 

“la &-ième pièce contrôlée est acceptable”, k = 1,2, 3, 4. Les événements 

Ar ne sont pas indépendants. Ainsi 

q = P(A, n As n Аз n Аз) 
P(Ai) - Р(А» | A) P(As | Ау п А»). P(A4| A N A2 П As) 
98 97% 95 
100 99 98 97 
_ 152 
^ 165 

p=1-q= ү. 


Il 


49. Numérotons les billets achetés et soit A; l'événement “le k-ième billet 
est gagnant”, k = 1,...,n. Alors p= P(A U -+++ U Aj). 


On calcule q = 1 — p et on trouve 
q = P(AjN-..-N Ar) 
= PAS): Р(А$| А$)--- P(AS | AE n... n AS a) 
М-М N-M-1 N-M-n+1 
N N-1 N-n+1 ' 
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51. 


52. 
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Wed 
ou encore, d = 451 
M 


On applique la formule de la probabilité totale. Soit B, et B5 les évé- 
nements “transférer de l'urne U, dans l’urne Uz une boule blanche", 


respectivement “une boule noire" et soit À l'événement "extraire en- 
Suite une boule blanche de l'urne U;". On a 


11 


P(A) = P(B,) - P(A| Bi) + P(B2) : P(A | B2) = Tç: 


On applique la formule de la probabilité totale, 


i) 
q а+1 6 o _ Gn + a 


по ntl n т+1  (m-cl)u 


ii) 


= e —— + — - —— = — n = ]- a 
q no n+l n ml (m + Una p 


Soit A; l'événement “on a tiré de l'urne ?” , i = 1,2. Soit B; l'événement 
“la 5-jiéme boule tirée est blanche", j = 1,2..... 


i) On cherche 
P(B,|Bi B9) = P(B; | Bin B, A))P(A1| B, N В») 
+P(B3 | By N Bo n Аз)Р(А | B, n Bo). 
Or, par la formule de Bayes 


Gxi а 
P(Ai| à В) = эз 3 =Â Ê => == 
( ıl 1 2) (2)2 x 3 + (3)? x і 5 
et 1 
Р(Аз| BB п B2) =1— P(A, | Bi n В) = x. 


Par conséquent, 


4 1 
P(b|Bin B) =x ++ x 


Cl œ 


1 
5 375 


2.4, Indications et réponses 115 


ii) 


ii 


P(B,) = P(B,| A)P(A)) + P(B | Az) P(42) 


_ 2 x 1 + 1 x 1_1 
3 2 3 2 Y 
53. Soit B; l'événement “on a tirée de la boite 2,1 = 1,2, soit A, l'évé- 
nement “on a tirée de l’urne k”, k = 1,2,3 et soit C l'événement “la 
première boule tirée est rouge”. 


i) Par la formule de la probabilité totale, on a 


P(C|A) = Р(С|В,)Р(В,|А,) + Р(С|В»)Р(В» | A1) 
2 2 3 
= 3X5T11 5 
_ 62 
^ 165 


ii) Par la formule de Bayes 
P(C | A3) P(A2) 


a 
Y P(CIA)P(A) 


kl 


P(A;|C) = 


54. Soit B l'événement “la boule tirée est noire" et soit A; l'événement 
“on a tirée de l'urne k”, k = 1,2,3. On cherche P(A3| B). D'abord 
Р(А„) = І, pour k = 1,2,3. On applique la formule de Bayes 


P(B | Аз)Р(Аз) 


P(4|B) = + 
YO P(B | As) P(44) 
k=1 
ixi 
0Oxirixicrixi 
1 


Y 
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55. On applique la formule de Bayes. Soit B l'événement "extraire une boule blanche" 
et A, l'événement "la sélection provient de l'urne Ug", k = 1,..,5. On a 


P(A)= к, k =1,...,5; 


2 
Р(В|А,) = Р(В|Аз) = s: 
1 4 
Р(В[Аз) = Р(В[А) = 5 Р(В|А) = s 
et 
1,4 
_ $X5 _ 2 
PAB) = торуу 5 


56. On applique la formule de Bayes. Soit B l'événement "parmi les deux boules 
pigées il y a une boule blanche et une boule rouge" et A; l'événement "la 
sélection provient de l'urne Uz", k= 1, 2, 3. D'abord 


Macr 


Ona 3 
Р(В|А)Р(А) = 99. l=. 


De la même façon on trouve PUBL A) PU = let P(B| Аз) = ў. 
Par la formule de Bayes on obtient 


3. P(B|A)P(4x) 
k=1 
1 
түү 
7 +З 
35 
18` 
On trouve de même P(A; | B) = 3$, donc la probabilité cherchée est 
p = Р(Аз|В)+Р(Аз | B) = 8, ou encore, p = 1- P(A, | B) =1—1 = 
63 


78* 
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57. Soit C l'événement "la deuxième pièce choisie est défectueuse" et B, et B>. les 


58. 
59, 


60. 


61. 
62. 


événements "la deuxième pièce a été choisie du premier lot" , respectivement "du 
deuxième lot." En appliquant la formule de la probabilité totale, on obtient 


P(C) = P(Bi)P(C | B1) + P(B2)P(C | Bo), 


mais P(C | В») = 0 et P(C | B,) = 1. П reste à trouver Р(В.). Soit 
Au, A, les événements “la première sélection provient du premier lot”, 
respectivement "du deuxième lot" et soit D l'événement “la pièce est 
acceptable” Parce que P(B1) = P(A, | Р), on obtient P(B:), en ap- 
pliquant la formule de Dages, Ainsi 


P(A) = P(4) = > 


P(D|A) = à, DIA) = 


et par suite 
3x1 
P(B,) = P( | D) = 5 A= 2 = = 
1X3 2 


Donc P(C) - x 3 = 
On applique le modèle de Bernoulli, P(5; 3) = (5) (0, 8)3(0, 2)? = 0,204. 
On applique le modéle de Bernoulli: 

i) 1— (1 — p)". 

ii) 1 — (1 — p)*7(1 + (n — 1)p). 

iii) 1— (1— р)" 2(1 + (n — 2)p + C Ye 2p2). 

i) P(10;4) = (GG) = fi- 

ii) 575 P(10; k) = 1-898. 

р = 3s (E) (0, 4)*(0, 6)8-* = 227.288, 

i) P(20; 14) = (20) (0, 4)14(0, 6)" % 0,004 900. 

ii) 3222. P(20; k) = DE g (20) (0, 4)*(0, 6)20-Ë =œ 0, 584 100. 
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63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 
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iii) 3:15 , P(20; k) = 1 — (0, 4)?? — (29 (0, 4)19(0, 6) ғ 0,999 999. 
iv) Sun P(20; k) = 0, 244 600. 


i) Notons d'abord que PD = 24 - 2. Donc 


ый = wat'a >l s (n+ip>m+l 


q 
Р(пт+1) _. n= = i = 
Poe = 51 si (л+1)р=т+1. 


Рот вов. <] si (п+1)р<т+1. 


La probabilité P(n; m) considérée comme une fonction de m se comporte de la 
façon suivante : quand m croît P(n; m) croit aussi jusqu'à ce qu'elle atteigne un 
maximum et après elle décroît. 


ii) Si (n+1)p est un nombre entier, alors P(n; m) atteint son maximum, pour 
deux valeurs de m, à savoir 


my = (n +1) р-1 et mo + 1 = (n + ]) p. 


Si (n + 1)p n'est pas un nombre entier, alors P(n; m) atteint son maximum pour 
une seule valeur de m, à savoir [mo], où [mo] représente la parte entière du 
nombre mo = (n + l)p - І, c'est-à-dire le plus grand entier inférieur ou égal à ce 
nombre. 


mo = 21 x š — 1 et [mo] = [2,5] = 2. 
[41 x 0,3 — 1] 2 11. 
[51 x š - 1] 2 16 et [51 x 1] = 17. 


i) p = Eke (12) (0, 8)*(0, 2)19-* = 1 — (0,2)19 – (1)0,8 x (0,2)? = 
0, 999 996. 


ii) 7, саг (п + 1)p — 1 = 11 x 0,8 — 1 = 7,8et [7,8] = 
i) (0, 3)* = 0, 008 100. 

ii) 1 — (0, 7)3 = 0,657. 

iii) [5 x 0,7 — 1] = 2. 


2.4. Indications et réponses 119 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


i) P(100; 4) = (19) (0, 005)*(0, 995)% a: 0, 001 500. 
ii) 
6 


V ` P(100; k) 


k=0 


Y (7 (0, 005)*(0, 995)190-* 


k=0 
0,999 999. 


"3 
Il 


li 


à 


iii) (101 x 0,995 — 1] = 


On applique le modèle multinomial, avec pı = 0,2, p; = 0,32, рз = 
0, 4, Pa = 0, 08. 


P(10; 5, 4,1, 0) = 10 un 2)*(0, 32)*(0, 4)! (0, 08)? = 0, 001 700. 


sun 
On applique le modèle multinomial, avec py = р = ps = p4 = 5 


Р(4;1,1,1,1) = 5 = È. 


On applique le modèle multinomial, 


p = P(3;1,1,1) + P(3;2, 0, D + PG 1,0, 2) 
3! 


= inni 96 x 0,03 x 0, 01+ 52-0, 96)? х 0,01 


3! 2 
+77910:96 х (0,01) 
= 0,029 664. 


On applique le modèle de Poisson. La probabilité demandée est le 
coefficient de x? du polynôme 


P(z) = 6 44 4 4 8. ERT? 
7)—7 10^ 10) \1077 10) \1077 107" 


donc 
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74. On applique le modèle de Poisson. La probabilité demandée est le coefficient de x 
du polynôme 


Р(х) = (0, 05x + 0, 95) (0, 04x + 0, 96) (0, 06x + 0, 94) (0, 03x + 0,97), 
donc p = 0,157 211 600. 
75. On applique le modèle de Poisson. La probabilité demandée est le coefficient de x? 
du polynôme 
Р(х) = (0, 7x + 0, 3)(0, 8x + 0, 2)(0, 6x + 0, 4). 
Donc p = 0,452. 
76. On applique le modèle de Poisson. On forme le polynôme 
Р(х) = (0,8x + 0,2) x (0,7x + 0,3) x (0,4х + 0,6) x (0,9x + 0,1) х (0,5x + 0,5). 
i) Le coefficient de x? de P(x) est 0,368 600. 


ii) La somme des coefficients de x, x° et x*du polynôme Р(х) est 0,166 600 + 0, 
368 600 + 0,331 600 = 0, 866 800. 


77. On applique le modèle de l'échantillon sans remise, 


396 390 
e Qi (k) Go) k) 1 C) — 0,096 660. 


= De (4) 


78. On applique le modèle de l’échantillon sans remise, 


(Саса) (ma) 


P(N -M,M;in-m,m)= og 


79. On applique le modèle de l’échantillon sans remise. Il y a 4 boules 
blanches et 32 noires, P(4, 32; 1,2) = OG) = 1496. 7 0, 277 900. 
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80. Si dans un groupe le nombre de garçons est égal au nombre de filles, alors la 
même chose se passe dans l'autre groupe. Pour trouver la probabilité que dans un 
groupe de 4 étudiants formé ап hasard, il y ait 2 filles et 2 garçons, on applique le 
modèle de l'échantillon sans remise, donc 


мли 


N—m 
81. p = C) (voir problème 60, Section 2.2). 
82. On applique le modèle de l'échantillon sans remise. 


- DI). C). 23 
0 G # 


103 узо 


0/\27 _ 23 
ou encore, p = 1 — M = 
z 


Т 52° 
83. On applique le modële de l'échantillon sans remise. On trouve 


CF) + Cz). 2n(1— 2pg) —1 
E) m-l 
ой p+ q = 1. Si p = 1, alors on obtient 


2(2) _ = A. 
(7) 2n-1 








84. On applique le modèle de l'échantillon sans remise. 


p = Р(4,32;1,2) + P(4,32;2,1) + P(4, 32; 3,0) 
GIG), 00 , 00) 

UM "e 
-1-à 
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Chapitre 2. Espace fini de probabilité 


85. On trouve le nombre naturel m de l'inégalité 


86. 


87. 


y ecd CESAR) ps. 


NUM %0) 
k=1 m 
10 000—m 
(où plus simplement de 1 — m > 0,5). Le plus petit nombre 
100 


naturel qui satisfait cette inégalité est m — 69. 


Posons ps, la probabilité d'obtenir face k fois sur n lancers. Alors 


GC 


Pnk = Eë 
De plus рь < Pn+1,4 SÌ et seulement si n < 2k — 1. Donc 
Pak < Dk+1,k < : * * < D2k-1,k = D2k k 
et 
Pokk > років > * 


Le n maximal est donc 2k — 1 ou 2k. 


Pour k = 5, on trouve n = 9 ou 10, et la probabilité de gagner est 


9 
s) e 
2 256" 


On doit avoir 1 — (0, 99)" > 1, ce qui implique que (0, 99)” < 3. Donc 


log 0,5 


>= рх 
" Z 1060,99 68,97, 


et par suite, n > 69. 


Chapitre 3 


Variables aléatoires 


3.1 Notions de base — Définitions et propriétés 


3.1.1 Définition d'une variable aléatoire. Loi de probabilité 


Soit О = (œ … , œg) l'espace échantillonnai relié à une expérience aléatoire. On peut 
remplacer l'étude des probabilités relatives aux événements de О par l'étude d'un 
ensemble de nombres réels! de la manière suivante: à chaque épreuve o, de 
l'expérience on associe un nombre réel ху. On met ainsi en correspondance l'ensemble 
des résultats possibles d'une expérience avec un ensemble de nombres réels, chaque 
nombre étant associé à une certaine probabilité, à savoir la probabilité de l'événement 
formé par les épreuves ayant x, comme image. 


Définition 1. La régle de correspondance entre l'ensemble des épreuves d'une 
expérience donnée et un ensemble de nombres réels s'appelle variable aléatoire. 


En somme, on peut dire qu'une variable aléatoire X est une fonction de Q vers R et 
on écrit 


X:0 В. 
Parce qu'on considére ici seulement les expériences ayant un nombre fini 
! un fait qui a beaucoup simplifié les raisonnements et qui a permis d'introduire, dans la théorie 


des probabilités, des méthodes et des résultats émanant d'autres disciplines des mathématiques. 
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d'épreuves, les variables aléatoires pourront prendre seulement un ensemble fini de 
valeurs. 


Remarque 2. Pour une même expérience aléatoire, on peut imaginer plusieurs 
variables aléatoires. Ainsi, par exemple, à l'expérience qui consiste à lancer un dé, on 
peut associer le nombre de points obtenus, ou associer encore par exemple, le nombre 
0 si on obtient un nombre pair et le nombre 1 si on obtient un nombre impair, etc.. 


Nous noterons les variables aléatoires par des lettres majuscules comme X, Y, …, 
En. Pour une variable aléatoire 


X:Q — К, 
on aura 


ER 
%2 
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©з 


Ws КУ Zn 
que l'on écrira aussi sous la forme 
X(w) = zi, X(w2) = 22, Х(из) = яз, etc.. 
Une variable aléatoire génère un ensemble fini de nombres réels xı, ..., Xn- À chaque 
nombre x, on peut faire correspondre р, la probabilité, dans l'espace probabilisé (Q , 


А, P), de l'événement formé par les épreuves qui sont en correspondance avec xy, 
C'est-à-dire, 


рь = P([w; X(w) = z1)), k=1,...,n. 


On dit aussi que рь est la probabilité avec laquelle la variable aléatoire 
prend la valeur ть et on écrit 


pe P(X = т), k=1,...,n. 


On a toujours Jp- Dk = 1. 
Définition 3. La donnée des couples (£k, px), k = 1,...,n définit la loi de 
probabilité de la variable aléatoire X. 
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Remarque 4. Habituellement, on représente la loi de probabilité d'une variable 


aléatoire X par un tableau, 
x ( T1 e Zn ) 
AB Pa 
et De Pk = 1. 


Dans ce tableau, l'ordre selon lequel on écrit les valeurs xl, ... ‚ xn n'est pas 
essentiel; habituellement on écrit les valeurs dans l'ordre croissant, et sur la deuxième 
ligne, les probabilités correspondantes. 


3.1.2 Fonction de masse et fonction de répartition 


Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est 


T1 ++ Tn z 
X ; =1 
(яши) Nee 


où on suppose que x, < x» <... < xy. 
On utilise aussi pour décrire cette mëme loi la notation fonctionnelle 


n 
fix) = р, 1=1,...,n oà Y n =1. 
i=1 
On arrive ainsi à la définition suivante : 
Définition 1. La fonction f: R — R définie pour chaque x € R par 
fx) = Р(Х = x) 


s'appelle la fonction de masse de la variable aléatoire X. 
Parce que 


n 
а) =p, i=1..,noù Y p =l, 


i=l 


et f(z) = 0 si z Z T1, Z2, ... ,Zn On â 
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p Si 2= 21 
p. Si z= 13 


Pn Si Z= Ze 


0 ailleurs 


n 
et 3 pi = 1. 

i=l 
Remarque 2. La fonction de masse d'une variable aléatoire X peut être représentée 
graphiquement dans le plan, par un diagramme en bâtons, comme dans la figure 3.1. 





y 

Рз 

p 

Pi | 

0 Ti T2 ... Tn z 


Figure 3.1. 


Remarque 3. Une variable aléatoire X détermine de façon unique la fonction de 
masse et vice-versa, la fonction de masse détermine de façon unique la loi de 
probabilité de la variable aléatoire X. 


Exemple 4. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée 


par le tableau 
РЫ) 


wie DI 
mi Со 
Dies a 


alors la fonction de masse est, 
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1/3 d z=2 

|] 1/6 si z-3 
Ма) = 4 1⁄2 siz=4 
0 ailleurs 


D'autre part, soit 


_ [1/5 ві т=1, 2,3, 4,5 
Ха) = I 0 ailleurs 


une fonction de masse dont le diagramme en bâtons est donnée par la figure 
3.2. ` 





Figure 3.2. 


La loi de probabilité correspondante est 


12345 
x(iiiii) 
5 5 5 5 5 


Définition 5. Soit X une variable aléatoire. La fonction F : R — [0, 1] définie pour 
chaque x € R par 


Fax) = PaX < x) = Pa(o € Q ; Хао) < x}) 
s'appelle Ja fonction de répartition ou la fonction de distribution de la variable 
aléatoire X. 


Remarque 6. En considérant la définition 5, on constate que la fonction de répartition 
F d'une variable aléatoire X jouit des propriétés suivantes : 


1.0 < Ё(х) < 1; 
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2. F est non-décroissante, c'est-à-dire si z < y, alors F(z) € F(y); 
3. шш F(z) = 1 et lim F(z) = 0; 
4. F est continue à droite, c’est-à-dire 

lim F (y) = F(z). 


Remar que 7. Notons que la loi de probabilité d'une variable aléatoire X détermine de 
façon unique la fonction de répartition. 


En effet, on calcule F(x) à partir de la loi de probabilité de la variable aléatoire X, 
en cumulant les probabilités : 
F(z) = Y pi- 


z; <= 


Exemple 8. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est 


n 
T1 -.. Zn 
X , =1, 
alors la fonction de répartition est déterminée de façon unique par la loi de 
probabilité, comme suit, 


Ü Si z <T 
n Si z) < z < 2 
pı + De Si Z9 < T < zs 


pi +09 +...+ рар Si Tn-1 < Z< ZA 

1 Si Z > Ze 
Remarque 9. La fonction de répartition d'une variable aléatoire X peut être 
réprésentée graphiquement dans le plan, par une fonction en escalier. Aïnsi en 


considérant la fonction de répartition donnée dans l'exemple 8, on obtient 
la figure 3.3. 


Remarque 10. Pour tout a € R on a 
Р(Х = а) = F(a) - F(a-), 
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Figure 3.3. 


où F(a-) est la limite à gauche de la fonction Ё' au point a, c'est-à-dire 
lim Fy) = F(a-). 
lim F(y) = F(a-) 


Dans tout point a de continuité de la fonction de répartition F, on а Р(Х = a) = 0, car 
en un tel point F(a-) = F(a). 
Remarque 11. La fonction de répartition détermine uniquement la loi de probabilité 


d'une variable aléatoire, car la variable aléatoire prend pour valeurs les abscisses des 
points de saut de la fonction F avec des probabilités égales aux hauteurs des sauts. 


Exemple 12. Soit X une variable aléatoire, et soit 


0 si z < 3 
1/3 si 3€z«65 
2/3 s 5<z<8 
1 si z >8 


F(z) = 


sa fonction de répartition, dont le graphique est donnée par la figure 3.4. 
Alors la loi de probabilité de la variable aléatoire X est 


dk 


et par suite, la fonction de masse est 
1/3 si z=3, 5, 8 
0 


ailleurs 


сое сл 
ое O0 


fe) = { 
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Figure 3.4. 


Remarque 13. En somme, une variable aléatoire peut être donnée par un tableau qui 
représente sa loi de probabilité, par sa fonction de masse, ou encore, par sa fonction de 
répartition. 


Remarque 14. Notons enfin, que la fonction de répartition permet de trouver les 
probabilités que la variable aléatoire prenne des valeurs dans un intervalle. D'abord 


Р(Х < b) = P(X < b) - Р(Х =b) = F(b) — (F(b) — F(b—)) = F(b—), 

et par suite 

P(a < X < b) = P(X < b) PU < a) = F(b-) — F(a), 

P(a < X < b) = P(X < b) Р(Х < a) = F(b) — F(a-), 
P(a < X < b) = P(X < b) — P(X < a) = F(b) — F(a), 

Pla < X < b) = Р(Х < b) - P(X < a) = F(b) — F(a—). 
3.1.3 Quelques lois de probabilité classiques 
On aborde maintenant quelques lois de probabilité de variables aléatoires 


ayant un nombre fini de valeurs, lois de probabilité associées aux modèles 
présentés dans 2.1.7, Section 2.1, Chap. 2. Ces lois de probabilité s'avèrent 
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souvent utiles dans les applications. 


1) La distribution binomiale correspondant au modèle de Bernoulli On associe au 
modèle de Bernoulli la variable aléatoire X qui représente le nombre d'apparitions d'un 
événement À quand on effectue z expériences de Bernoulli. La fonction de masse de X 
est donnée par la formule 


n - 
fe) = (Dra авт 
et 
ч ч n n-k n 
ую -Y (ra ren iren 
k=0 k=0 
2) La distribution correspondant au modèle de Poisson 


On associe au modèle de Poisson la variable aléatoire X qui représente le nombre 
d'apparitions d'un événement À quand on effectue n expériences de Poisson ; X a la loi 
de probabilité donnée par le tableau 


0 1... k... n 
х( 5 P, ... P, ... B). 
où P, est le coefficient de z^, k =0,1,...,n du polynôme 


P(z) = (nz + (1 — р)) (pax + (1 ра) ` (paz +(1 — Sal, 9 Pe = 1. 


k=0 
3) La distribution correspondant au modèle de l'échantillon sans remise 


On associe au schéma de l'échantillon sans remise la variable aléatoire X qui 
représente le nombre de boules blanches parmi les n boules extraites (sans remise) 
d'une urne contenant œ boules blanches et ñ boules noires ; la fonction de masse 
de X est 


_ @%) 
f (z) = (215) , 


où z prend des valeurs dépendant des constantes œ, 3 et n. Par convention 
(2) = 0 si k < 0 ou k >n. On a aussi 


WER 
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3.1.4 Variables aléatoires indépendantes 
Soit X et Y des variables aléatoires et leurs lois de probabilité 


x (z ... ») 

Pı --- Pn 

v(* tf P). 
fü -.- Qm 


Définition 1. Les variables aléato?res X et Y sont indépendantes si 


et 


Р(Х = zi) n(Y = y;j)) = P(X 2z)P(Y = yj) = pig, 


pour ? = 1,... m; j =1,..., m. 
Dorénavant nous noterons l'événement (X = z;) N (Y = y;) simplement par 
X- Ti Y- Yj- 


Remarque 2. L'indépendance des variables aléatoires peut être étendue à 
un nombre fini quelconque de variables aléatoires. Ainsi, soit 


x (om UT ат ) k=1,...,8 
Dki e Dk ni 
des variables aléatoires. Leur indépendance revient à la réalisation de l'égalité 


Р(Х, = X: Xa = 22у, ... Xa = Tai) 


= Р(Х = zy )P (X2 = Taga) - Р(Х, = Zaja) 


ой jk = 1,..., nk; k=1,...,8. 


3.1.5 Opérations sur des variables aléatoires 


Dans tous les cas oà l'on effectue des opérations sur des variables aléatoires, on 
supposera que les variables aléatoires sont associées à la mëme expérience. Toutes les 
variables aléatoires seront ainsi définies sur le même espace échantillonnal. 


Remarque 1. Une constante a peut être interprétée comme une variable 
aléatoire définie sur n'importe quel espace échantillonnal. Cest la variable 
aléatoire qui prend la valeur а pour toute épreuve de l'expérience, c'est-à-dire, 
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qui prend toujours la valeur a sur l'espace échantillonnal. Par suite, la loi de 
probabilité d'une constante a, interprétée comme une variable aléatoire, est 


(1) 


On peut toujours effectuer des opérations avec des variables aléatoires et des 
constantes puisqu'on peut considérer que X, une variable aléatoire quelconque, et a, 
une variable aléatoire constante, opèrent sur le même espace échantillonnai. De plus, 
la variable aléatoire X et la constante а sont indépendantes pour toute variable 
aléatoire X. 


Dans tout ce qui suit, on suposera que les variables aléatoires X et Y ont les lois de 


probabilité 
x ( тү... ZA ) 
D. Pn 


ACHEN 
Фф ... Im 


1) L'addition де variables aléatoires 


et, 


Définition 2. La loi de probabilité de la variable aléatoire X + Y est donnée 


par le tableau 
21 22 110 Zo. 4 
x«v(2 T2 Ue Tj e a), 


r = P(X +Y = а) 
= Y. Р(Х=ш|Ү =y): PY =y), (3.1) 


%i+yj =k 


i 
pour k = 1,...,l et Y rL = 1. 


k=1 
La variable aléatoire X + Y s'appelle la somme des variables aléatoires 
X et Y. 
Remarque 3. Parce que X + Y = Y + X, l'expression (3.1) peut aussi 
s'écrire 
тп = Р(Х+ЖУ= а) = M, P(Y =y |X =z) P(X =з), 


Ts Ye 
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pour k = 1,...,/. 
Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors on a en particulier 


ne Р(Х+Ү=а)= Y рф, 


Zi +YjFZk 
pour k = 1, ... Jl. 


Remar que 4. Dans le cas particulier oü Y = a, une variable aléatoire constante, on 
obtient la somme d'une constante et d'une variable aléatoire, et on trouve 


x+ ( ^*9 ... Z; +G ... mte), 
Wo Di D 


car 

P(X+a=z+a) = Р(Х =z; |a =a)P(a = a) 
Р(Х = z;)P(a = a) 
p: x 1 = р, 


lI 


pour ï = 1,...,n. 


2) La multiplication de variables aléatoires 


Définition 5. La loi de probabilité de la variable aléatoire XY est donnée par le tableau 


xy ( 2 mm Zj ve а), 


Ty Ta ... Tj e TI 


où 


r= Р(ХҮ=а)= Y P(X^z|Y =y): PO = уу), 


Ti Vi TZR 


pour k = 1,...,Ї et Ya =1. 
La variable aléatoire XY s'appelle le produit des variables aléatoires X 
et Y. 
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Remarque 6. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors 
on a en particulier 


п = PUER — al = 3 pig, 
T1*Yj=Zk 
pour k = 1, ... A 


Dans le cas particulier oü Y = a est une variable aléatoire constante, on obtient le 
produit entre une constante et une variable aléatoire et si a Z 0, alors on a 


ax ( 99 ami +». e ), 
D. PMi Pn 


car 
P(aX = az;) = P(a = Р(Х = zi) = P(X = zi) = рь 


¿=1,...,m. Si a = 0 alors on a 
P(0X = 0) = 1. 


Remarque 7. Les opérations de somme et de produit peuvent ëtre étendues à un 
nombre fini de variables aléatoires, Xi, Xo, ..., X, et on obtient X, + X, + - + X; et 
respectivement Хү. Х  X,. 


Dans le cas particulier où Х = X> = => = X, = X le produit devient Xy - Xa  X, = x* 
et on obtient Jes puissances d'une variable aléatoire, dont la loi de probabilité est 


vi" e. XB. =), 
poe Pio Pn 
car P(X* = zf) = Р(Х = zi) = р, pour i =1,..., m. 


3) L'inverse d'une variable aléatoire 


Définition 8. Si la variable aléatoire prend seulement des valeurs différentes de zéro, 
c'est-à-dire x; Z0, i = 1, ... , n, alors l'inverse de la variable aléatoire X est la variable 
aléatoire X ! dont la loi de probabilité est 


1 L 1 l 
x Ti 777 % ``” Tn . 
(= e Doe =) 
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Notons que la variable aléatoire X' s'obtient comme cas particulier de X" avec k =-1. 


Définition 9. Si la variable aléatoire Y possède un inverse, Y L alors on définit le 
quotient par X / Y z X- Y! c'est-à-dire 


X/ 2 ... 2j eo Z 
У\т -.. Tj >... т 


x 
n=P(F=a) = A. P(X =z; |Y =s): P(Y = y;), 
s= 





pour k = 1,... ,1. 


Rappelons que le résultat de toute opération sur des variables aléatoires est toujours 
une variable aléatoire definie sur le même espace échantillonnal. 


3.1.6 Valeurs typiques d'une variable aléatoire 
Soit X une variable aléatoire et sa fonction de masse 


n 
f(z;) = pi i=1,...,n où Y pi =1. 
i=l 


1) La valeur moyenne ou l'espérance d'une variable aléatoire 


Définition 1. On appelle E(X) l'espérance mathématique de la variable aléatoire X ou 
plus simplement la moyenne de la variable aléatoire X, le nombre que l'on note aussi 
Ur où 


n 
px = E(X) = zipi +` ` + Enpa = Y Tipi- 
i=1 
Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que l'espérance d'une 
variable aléatoire possède les propriétés suivantes : 
1. E(a) = а, où a est une constante. 


2. Е(аХ) = aE(X), où a est une constante. 


3. E(X + Y) = E(X) + E(Y). 
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4. ЕХ + а) = ЕХ) + a, où a est une constante. 
5. E(XY)= E(X)E(Y), si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


Les propriétés 3 et 5 peuvent ëtre étendues à tout nombre fini de variables aléatoires. 


La valeur moyenne d'une variable aléatoire X peut s'interpréter comme une valeur 
autour de laquelle se groupent les valeurs de la variable aléatoire X. On dit que E(X) 
estun paramètre de localisation. 


2) Moments d'une variable aléatoire 


Définition 3. On appelle moment d'ordre r de la variable aléatoire X, le nombre 


sse n 
pr (X) = E(X") = Y ` [Dr 
k=1 
En particulier 
p = px = E(X). 


On appelle moment centré d'ordre r de la variable aléatoire X, le nombre 


E((X = E(X))') = E((X — uxY) = A (zs — yx) Pr- 


k=1 


Remarque 4. Le moment centré d'ordre r de la variable aléatoire X est le moment 
d'ordre r de la variable aléatoire X - px. Cette dernière variable s'appelle l'écart. 


3) La variance d'une variable aléatoire 


Définition 5. On appelle variance d'une variable aléatoire X le moment centré d'ordre 
deux. La variance est aussi appelé l'écart quadratique moyen. La variance de la 
variable aléatoire X est notée Var(X) et 


Var(X) = E((X — E(X))) 


Y (zx — Bx) n (3.2) 


k=1 


П 
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Remarque 6. En considérant la définition 5, on constate que la variance d'une variable 
aléatoire possède les propriétés suivantes : 

1. V ar(a)= 0 où a est une constante. 

2. Var(aX) = d Var(X ) où a est une constante. 


V ar(X + Y) = Var(X) + Var(Y), si les variables aléatoires X et Y sont 
indépendantes. 


4. Var(X + a) = Var(X) où a est une constante. 


. V aX — Y) = Var(X) + Var(Y), si les variables aléatoires X et Y sont 
indépendantes et où X - Y = X + (-1)Y. 


La propriété 3 peut étre étendue à un nombre fini quelconque de variables aléatoires 
indépendantes. 


Tl est souvent commode d'utiliser dans le calcul de la variance la formule 
Var(X) = EX) - (E), 


qu'on obtient de la formule (3.2) en élevant au carré la variable aléatoire X - E(X) et en 
utilisant les propriétés de lespérance. 


La variance d'une variable aléatoire X peut s'interpréter comme une mesure du 
degré de dispersion des valeurs de la variable aléatoire X par rapport à sa valeur 
moyenne. Si la variance est petite alors les valeurs de la variable aléatoire X sont 
groupées dans un petit intervalle autour de la valeur moyenne. Si par contre, la 
variance est grande, les valeurs de la variable aléatoire X sont fortement dispersées 
dans un grand intervalle autour de la valeur moyenne. 


Dans les applications, comme mesure pour la dispersion des valeurs de la variable 
aléatoire X autour de sa valeur moyenne, il est plus commode (l'utiliser le nombre 


g(X) = yVar(X) 


appelé l'écart type de la variable aléatoire X. 


Notons que pour toute variable aléatoire X la moyenne de l'écart est zéro, 
E(X - F(X)) = 0, et donc la moyenne de l'écart ne peut pas caractériser le degré de 
dispersion des valeurs de la variable aléatoire X par rapport à sa valeur moyenne. 
C'est pourquoi on prend plutót la moyenne du carré de l'écart, c'est-à-dire la variance 
de la variable aléatoire X. 
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3.1.7 Couple de variables aléatoires 
Soit Q l'espace échantillonnal relié à une expérience aléatoire. 


Définition 1. La règle de correspondance entre Q, l'ensemble des épreuves d'une 
expérience et un ensemble de R” s'appelle vecteur aléatoire. 
En somme, on peut dire qu'un vecteur aléatoire X = (X), X», ... , Xn) est une fonction 
de Q vers R”, et on écrit 
X: Q — R”. 


Ici, par la suite, nous ne traiterons que le cas z = 2, et nous parlerons du couple 
aléatoire plutôt que d'un vecteur aléatoire. 


Parce qu'on considère ici seulement les expériences ayant un nombre fini 


d'épreuves, les couples aléatoires pourront prendre seulement un ensemble fini de 
valeurs. 


Remarque 2. Les composantes X et Y d'un couple aléatoire (X, Y) sont des variables 
aléatoires définies sur ©, 


Une variable aléatoire génère un ensemble fini de nombres réels. Soit x,, ... , х, et 
Yb ++ > Ym les valeurs de la variable aléatoire X, respectivement Y. À chaque couple 
(хь yi) on peut faire correspondre pij, la probabilité dans l'espace probabilisé (©, A, P) 
de l'événement formé par les épreuves tel que 


ру = Р({ш; X(w) = z; (ш) = y}, 


pouri=1l,...,n; J = 1,...,m. 
On peut ecrire 


p; = P(X = z; Y = yj), 


pour? =1,...,n; j = l,...,m. 


Définition 3. La donnée des ((x, yy, i = 1, … , n; j = 1, ... , m définit la loi de 
probabilité du couple aléatoire (X, Y). On parle également de la loi conjointe du 
couple aléatoire (X, Y). 


Remarque 4. Habituellement, on represente la loi de probabilité conjoint (d'un couple 
aléatoire par un tableau à deux dimensions. 


On trouve les lois de probabilité des variables aléatoires X et Y, en faisant la 
somme des probabilités par ligne ou par colonne. 
Posons 
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pi. = Р(Х = zi) =Y py 


j=1 
et 
p; =P(Y =s) =Y pi; 
i=l 


On reporte les probabilités p; et pj. dans les marges du tableau rectangulaire où sont 
placées les probabilités py. On obtient ainsi le tableau 3.1. 





Pn; 





D: 








Tableau 3.1. 


Dans ce tableau, l'ordre selon lequel on écrit les valeurs xj, ..., x, et Yp ... , Ym n'est 
pas essentiel ; règle générale, on écrira les valeurs dans l'ordre croissant. 


Définition 5. La donnée des couples (x; pi), i = 1, ... , n définit 1а loi marginale de 
probabilité de la variable aléatoire X et la donnée des couples (y, py), j = 1,..., т 
définit la loi marginale de probabilité de la variable aléatoire Y. 


Exemple 6. Considerons le couple de variables aléatoires dont la loi de probabilité est 
donnée par le tableau 3.2. 


Alors la loi marginale de probabilité de la variable aléatoire X est 
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0 |5/15 6/15 1/15 

1 |2/5 1/15 0/15 | 1/5 
Tous Th5 ans 


Tableau 3.2. 








x ( 45 js ) 


et la loi marginale de probabilité de ia variable aléatoire Y est 


Y (4s 118 1/15 ). 


3.1.8 Fonction de répartition d'un couple aléatoire 
Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau 3.1. 
Définition 1. La fonction F R2 — [0, 1] définie pour chaque couple (x, y) € R2 par 


Fa, y) = PX < z, Y < y) = P((o € Q; X(w) < z, Үш) < yt) 
s'appelle Ја fonction de répartition conjointe, ou la fonction de répartition du couple 
aléatoire (X, Y). 


On calcule F{x, y) à partir de la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire 
(X, Y), en cummulant les probabilités, ainsi 


F(z,y) = у, Уру. 


m <x y; Sg 


En considérant, par exemple, le couple aléatoire dont la loi de probabilité conjointe est 
donnée par le tableau 3.1, avec л = m = 3, on trouve 
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0 si z <T, OU Me Y 

pu si Tj < z < T2 et y < Y < Y2 

УЗ Py Si Zj < z < zo et р < Y < уз 

Dja Pj si z) < z < z2 et уз Sy 

3 А 

D j=1 Pis + рд зі Z2 < z < zs ey y «yo 
F(z, y) = Dia Pas + У.Р si Tr < z < zs et y2 Sy <y 

Dia Dj- Pij si z2 < z < zs e ys <y 

Ya Ej- Pi t si 213 LT et y < y < y 


Lin Y ру КУ урж Si 23 ST et p SJ <s 


1 si Zs < z et yay 


Définition 2. Soit (X, Y) un couple aléatoire. La fonction Fx : R -3 [0, 1] définie pour 
chaque x € R par 

Fx(z) = Р(Х < х) = P([w € Q; X(w) < z)) 
s'appelle la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire X et la fonction 
Fy: R => [0, 1] définie pour chaque y € R par 

Fy(y) = P(Y < y) = P(le ER; Ү(ш) S vf) 
s'appelle la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire Y. 

On obtient les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y 
à partir de la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y), par 
Fx(z) = Р(Х < z, Y < Ym) = F(2. Ym), 


et 
Fy(y) = Р(Х < Zn, Y < y) = F(za, y). 
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Ainsi pour le couple aléatoire dont la loi de probabilité conjointe est donnée par le 
tableau 3.1, on obtient 


0 | Si Z < Ti 
Fx(z) = Уа Ук ры si z; < % < Zij T= 1,...,п-1 
1 Si z > z, 
et 
0 si у < 
F=} E tim S << уул; }=1,...,т—1 
1 Si y È Ym 


Оп peut, aussi écrire 


0 si Z < Z 
Fx(z) = ЎЎ Pa. ві Z; < T< Tii i= 1,...,n —1 
1 Si z > z, 
et 
Ü si em 
Fy(y) = УЎ Da зі yj < z <j; J = 1,...,m—1 
1 Si y 2 Ym 


Remarque 3. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors, 
F(x, у) = Fx(x)Fy(y), 
car dans ce cas, 
Py рр 
pour i= 1,...,п;ј= 1,..., m. 
Exemple 4. Considérons le couple aléatoire dont la loi de probabilité est 


144 


donnée par le tableau 3.2. On trouve 


0 
5/15 


11/15 

Fizy) = 4 12/15 
14/15 
15/15 
1 


si 
si 
si 


si 
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1 2<0 ouy<0 
і 0<2<1 et 0<у<1 


i 0<2<1 et 1<y<2 


0<z<1 et y> 2 
z>1 et 0<y<1 
z>1 et 1<y<2 
z>1 et y> 2 


et les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y, sont 


respectivement 
0 si z <Ü 
Fx(z)= 4 12/15 si 0<z<1 
1 si z>1 
et 
0 si y «0 
7/15 зі 0<у<1 


Fy(y) = 14/15 si 1<у<2 


1 


si у> 2 


Remarque 5. Сотте pour une variable aléatoire, la fonction de répartition conjointe 
d'un couple aléatoire (X, Y) détermine de façon unique sa loi de probabilité. Ainsi, le 
couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples (x, y); і = 1, … , 
п; j = \ „... , m, formés par les limites à gauches des intervalles de variations de x et de 
y ; la probabilité pour chaque couple étant égale à la valeur du saut de la fonction 


F(x, y) en ce point. 
Exemple 6. Soit 
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0 si z <Ü ouy < 0 
3/15 si 0<2<160<у<1 


9/15 si0<r<letl1<y<2 
10/15 зі 0O<x<lety>2 
11/15 зі z>let0<y<1 
13/15 si z>let1<y<2 

1 si z>lety>2 


F(z,y) = 


la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). Alors les limites 
gauches des intervalles fermés à gauche, de variations de x sont 0 et 1, et les limites 
gauches des intervalles fermés à gauche, de variations de y sont 0, 1 et 2. Donc le 
couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), 
(1,1), (1,2). Le sant de la fonction F(x, y) au point (0, 0) est 3/15 - 0 = 3/15, qui est la 
probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (0, 0). Le sant de 
la fonction F(x, y) au point (O, 1) est 9/15 - 3/15 = 6/15, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (0, 1), et ainsi de suite. La loi de 
probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.3. 





3/5 6/15 1/15 


1/15 2/15 2/15 
4/15 8/15 3/15 








Tableau 3.3. 


3.1.9 Covariance et coefficient de corrélation 


Soit X et Y deux variables aléatoires. 
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Définition 1. On appelle Cov(X, Y) la covariance des variables aléatoires 
X et Y, le nombre 


Cov(X, Y) = E((X = E(X))(Y = Е(Ү))). 


Si Cov(X, Y) Z 0, les variables aléatoires X et Y sont dites non-correllées. Si par 
contre, Cov(X, Y) = 0, les variables aléatoires X et Y sont dites correllées. 


Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que 


Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y), 


formule qui nous permet parfois de calculer Cov(X, Y) plus rapidement. 
Exemple 3. Considérons le couple aléatoire (X, Y), dont la loi de probabilité est 
donnée par le tableau 3.4. 


> e r e| | 
1 |2/18 1/18 4/18 | 7/18 
3 |4/18 2/18 5/18 | 11/18 





D [wu ans ons 


Tableau 3.4. 


Alors E(XY) = (1x0) + (1x 1) + (1x2) +(3 x Qus i (3х1) + 
(3х2) = 8 = 3. On trouve E(X) = 1 x ïg +3 X B = 2 et E(Y) = 
DxXÈÉ+IxÉ+2x 8 = Z, et par suite Cou(X, Y) = Ë — 22 x Z = —0, 09. 
Remarque 4. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors 
on a nécessairement Cou( X, Y) = 0, donc les variables aléatoires X et Y 
sont aussi, dans ce cas particulier, non-correllées. L'exemple suivant montre 
que la réciproque de cette propriété n'est pas toujours valide. 
Exemple 5. Considérons le couple de variables aléatoires (X, Y) dont la loi 
de probabilité est donnée par le tableau 3.5. 

Les variables aléatoires X et Y sont non-correlées. En effet, on trouve 

5 1 11 


B(X)=1lx +2x s= 
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-1 0 
1/18 0/18 1/18 
1/18 4/9 1/18 





1/18 2/9 1/18 





Tableau 3.5. 


1 
E(Y)=-1x z +1xZ=0, 


et 
1 1 1 1 
E(XY) = (-1) x eiis 18 +( 2) x тк +2 x т = 0. 
Par suite Cou(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0. 
Par contre, les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car 





P(X = GY =-1) = 4; # P(X = 0)P(Y 2 1) =â x Ç. 


Remarque 6. Notons que Cov(X, X) = Var(X). 


Remarque 7. En utilisant la covariance, on peut exprimer la variance de la somme de 
n variables aléatoires. Ainsi 


n n n 

Var [> х) = У`Уат(Хь) +2 У Co(X,,X;). 
k=1 k=1 Ed 

2 


Si les variables aléatoires sont indépendantes, alors Cov(X;, Xj) = 0, et on retrouve 
le résultat connu 


Ver (х) = Y ` Var(Xi). 
k=1 k=1 


Définition 8. On appelle coefficient de corrélation entre les variables aléatoires X et Y, 
le nombre 
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| Cou(X, Y) 
Corr(X,Y) = e(X)e(Y)' 
où c(X) et о(У) sont les écarts types des variables aléatoires X et Y et 


a(X)o(Y) Z 0. 
Remarque 9. Le coefficient de corrélation possëde les propriétés suivantes: 


1. —1 < Corr(X, Y) < 1. 
2. Corr(X, Y) = 0, si et seulement si Cov(X, Y) = 0. 
3. Corr(X, X) = 1. 
4. Corr(X,Y) 2 Corr(Y, X). 
5. Siles variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors 
Corr(X, Y) = 0. 
6. Si Corr(X,Y) = +1, alors Y = aX + b, donc il y а une dépendance 
linéaire entre les variables aléatoires X et Y. 


Exemple 10. Soit le couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée 
par le tableau 3.4. Alors o(X) = 0,973 et o(Y) = 0,897, et par suite 


_ Ce(XY) _ -009 _ _ 
Corr(X, Y) = EEN = &9T3x0,897 — —0, 103. 


3.1.10 Inégalité de Tchebychev 


Soit X une variable aléatoire et e un nombre positif quelconque, alors 


P(X - E(X)| < 9 > 1- VD 
ou en prenant l'événement contraire, 
X 
PX E) > 9 < “©, 


Si on prend en particulier є = ky Var(X) = ko, on obtient 


1 
Р(Х — E(X)| < ko) > 1- ES 
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ou encore de manière équivalente 
P(E(X) - ko < X < E(X) - ko) > 1 — E 

L'inégalité de Tchebychev ? donne une borne inférieure pour la probabili- 
té Р(Х — E(X)| < e). Cette inégalité s'interpréte de-la façon suivante: 
avec une probabilité au moins égale à 1 — Yoga. respectivement 1 — i la 
variable aléatoire X prend ses valeurs dans l'intervalle (E(X) — e, E(X) + €), 
respectivement (E(X)—ko, E(X) --ko), ou ce qui revient à la méme chose, la 
variable aléatoire X — E(X) , c'est-à-dire, l'écart de X de la valeur moyenne 
prend ses valeurs dans l'intervalle (—є, e), respectivement (—ko, ko). 

Notons que 1 — È croit en même temps que k et que déjà pour la valeur 
k = 6, on obtient 1 — È = 35, donc une valeur très près de 1. 

Si la variable aléatoire X a une distribution binomiale, on a 


E(X) = np, Var(X} = npq. 
L'inégalité de Tchebychev prend alors la forme 


P(|X — пр < e) > 1-7. 
Pour la variable aléatoire Y = X +, appelée la fréquence relative, on obtient 
pq 


PUY <92 - À. 


car E(Y) =p et Var(Y) = 


3.2 Problèmes et solutions 


1. On considère une expérience où on lance un dé. Déterminer la loi de probabilité, 
ainsi que la fonction de masse de la variable aléatoire X qui, à chaque résultat 
possible, associe le nombre de points apparaissant sur le dé. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6. 
Chaque valeur apparaît avec probabilité donc la loi de probabilité est donnée par 
le tableau 


123456 
x(iiiiii) 
6 6 6 & 


ZPafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894), célébre mathématicien russe. 
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La fonction de masse est 


_ J 1⁄6 siz=1,...,6 
Wel =| O ailleurs 


2. On introduit au hasard 8 boules dans 3 boîtes numérotées de 1 à 3. Déterminer la 
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de 
boules placées dans la première boîte. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0,1, ..., 8. Pour trouver 
les probabilités respectives, on utilise le problème 11, Section 2.2 ; on obtient 





8 28—k 
р(х = 1 = 0? ‚ k=0,...,8, 


et 


x( 2 1 2 3 4 5 6 7 d 
8 а Б 3 3 . 
s Qz Ge Ge Qe Ge Ç Ç 


3. On effectue un contrôle de qualité d'un lot de pièces de la manière suivante : on 
extrait du lot, au hasard, une pièce à la fois, et on détermine si elle est acceptable 
ou non. Le nombre maximum de pièces que l'on peut examiner est fixé à 5. Si la 
pièce choisie à la k-ième extraction pour k = 1, ... , 4 ne rencontre pas les normes, 
alors le lot est rejeté et on cesse la sélection. Donner la loi de probabilité de la 
variable aléatoire X qui représente le nombre de pièces examinées, en supposant 
que la probabilité qu'une pièce extraite du lot au hasard soit acceptée est 0,9. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre la valeur 1, si la première pièce 
examinée est rejetée, la valeur 2, si la première pièce extraite est bonne mais la 
deuxième est rejetée, la valeur 3, si les deux premières pièces sont bonnes, mais 
la troisième est rejetée, la valeur 4, si les trois premières pièces sont bonnes, mais 
la quatrième est rejetée et finalement la valeur 5, si les quatre premières pièces 
sont bonnes. De plus, 


Р(Х 21) = q; Р(Х 22) =pq; Р(Х 23) = pq 
Р(Х = 4) = pg; Р(Х = 5) = р“, 
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ойр = 0,9 et q = 1-р = 0. 
Оп obtient donc 


x 1 2 3 4 5 
0,1 0,09 0,081 0,072 900 0,656 100 / ` 
Si X = k, k = 1,..., 4 le lot est rejeté, si X = 5 le lot est rejeté ou non, selon que la 
cinquième pièce examinée est bonne ou défectueuse. 


4. Le long d'une autoroute, il y a trois barrières automatiques à des 
passages à niveau. La probabilité qu'une voiture qui circule sur cette 
autoroute trouve n'importe laquelle de ces barrières ouverte est p = 0, 8. 


i) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le 
nombre de passages à niveau consécutifs franchis sans rencontrer une barrière 
fermée. 


ii) Quel est le nombre le plus probable de barrières consécutives ouvertes ? 
iii) Donner la fonction de masse de la variable aléatoire X. 
iv) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 


Solution. i) La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 selon que la 
première barrière fermée rencontrée par la voiture sur son parcours soit la 
première, la deuxième ou la troisième, et elle prend la valeur 3 si toutes les trois 
barrières rencontrées par la voiture sont ouvertes. De plus, 


Р(Х = 0) =q =0,2; Р(Х = 1) = pq = 0,8 x 0,2 = 0,16; 
Р(Х = 2) = p?q = (0,8)? x 0,2 = 0,128; 
Р(Х = 3) = (0,8)° = 0,512, 
donc 


x 0 1 2 3 
0,2 0,16 0,128 0,512 / ` 


ii) Que la voiture rencontre toutes les trois barrières ouvertes représente la 
valeur la plus probable. 


iii) On trouve 
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0,200 
0,160 
f(x) = 4 0,128 
0,512 


iv) On trouve 


, 


20 
F(z) = 36 
48 


œŒ CH © 


= оо о 
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siz = 0 
si z = 1 
siz = 2 
зі z = 3 
ailleurs 


siz < 0 
si0<z<l1 
11<2<2 
si iere 3 
si 3 <z 


5. Soit X une variable aléatoire ayant la loi de probabilité donnée par le tableau 


x(1i) 


3 3 


Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire 2X. 


Solution. D'abord la loi de probabilité de la variable aléatoire 2X est donnée par 


le tableau 
2x (1 
3 


et sa fonction de répartition est 


d 
2 
3 


0 siz < 4 
F(z)24 1/3 si4<z<8 
1 si 8 < z 


6. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est donnée par la 


figure 3.5. 


Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, et 5. Chaque 


valeur est prise avec probabilité 1 / 5, donc 
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y 
1 
LUE . 
0112 3.4 5 r 


Figure 3.5. 


12345 
x(111131) 
5 5 5 5 5 


7. Soit X une variable aléatoire, dont la fonction de répartition a le graphique donné 
par la figure 3.6. 





2 


Figure 3.6. 


Déterminer la loi de probabilité et la fonction de masse de la variable 
aléatoire X. 


Solution. П y a deux points de saut dont les abscisses sont 0 et respectivement 
2, et le saut dans chaque point est 1/2. Donc on trouve 


0 2 
x(11). 
2 2 


La fonction de masse est 
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1/2 siz=0 
f(t) =< 1/2 siz=2 
0 ailleurs 


8. Soit X une variable aléatoire, dont la loi de probabilité est donnée par le tableau 


0 1 2 3 4 5 
x(3 2 4 1 1 i) 
10 10 10 10 10 10 


i) Déterminer la fonction de répartition. 
ii) Calculer les quantités F(4,5), P(X 22), P(2 < X € 3). 


Solution. i) 


0 si z < 0 
1/10 si 0<z<1 
3/10 si 1<2<2 

F(z)= < 7/10 si 2<z<3 
8/10 si 3<z<4 
9/10 si 4<z<5 
1 si 5 <z 


ii) F(4,5) = Р(Х < 4,5) = $. 
Р(Х > 2) =1- Р(Х < 2) =1- F(2—) =1- È = de, 


P(2 < X < 3) = Е(3) — F(2-) = - š = Ф. 


9. Un sac contient 6 jetons numérotés 2, 4, 6, 8, 10, 12. Au tirage dun jeton on 
associe la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre inscrit sur le 
jeton. 


i) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 
ii) Calculer F(9). 
iii) Calculer F(13). 
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10. 


_ 
_ 


Solution. i) 

0 si z <2 
1/6 si2<r<4 
2/6 si 4<zx<6 

F(r)-4 3/6 si 6 <z<8 
4/6 si 8<z<10 
5/6 si 10 <z <12 
1 si 12 < z 


ii) F(9) = š. 
iii) F(13) = 1. 
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est 


_ f 1/5 si 2=1,2,3,4,5 
f(z) = { 0 ailleurs 


Trouver 

i) F(3). 

ii P(X «3|X < 4). 

Solution. i) F(3 = Р(Х <3)  P(X =1)U(X = 2) u (X =3)) = 
Р(Х = š) = š. 

ii) Р(Х < 3 | X «4 = Pons а = â ш}, 


P(X<4) = P(X<4) 


. Cent billets sont proposés à une loterie. Parmi ces billets 5 gagnent $10, 


10 gagnent $5, 15 gagnent $2, 20 gagnent $1, les autres billets ne gagnent rien. 
Un joueur achète un billet. Soit X la variable aléatoire représentant le "gain du 
joueur". Trouver 


i) la loi de probabilité, la fonction de masse et la fonction de répartition de la 
variable aléatoire X. 


ii) Р(Х > 1). 


Solution. i) La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le 


tableau 
0 1 2 5 10 
X ( 50 20. 15 10 ) . 


5 
100 100 106 100 100 
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La fonction de masse de la variable aléatoire X est 


1/2 si r=0 
1/5 siz-l 
_ J 3/20 si z=2 
№2) =) unn si z=5 
1/20 si z—10 
0 ailleurs 


La fonction de répartition de la variable aléatoire X est 


0 si z < 0 
0,50 si 0<x<1 
0,70 si 1<z<2 
0,85 si 2<z<5 
0,95 si 5<z < 10 
1 si 10 <= 


F(z) = 


ii) P(X > 1) = P((X = 1) 0(Х = 2)0(Х = 5)U(X = 10) - m= 1 
ou encore Р(Х > 1) =1- Р(Х «1) z1- F(1-) z1- 1 — 5. 


12. Soit X le nombre de points donnés par un dé mal équilibré dont la loi de 
probabilité est donnée par le tableau 


1 2 
x( ï 1 
12 12 


Bi Cé 
Cop н> 
&l- сл 
з о 
Ми 


Quelle est la valeur de p ? 
i) Calculer la probabilité P(2 < X < 4). 


11) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X donnant le 
nombre de points. 
Solution. i)p=1-(L+kL+}+5+%5)=$. 


ii) P(2 < X < 4) = Р(Х =2) U (X =3) U (X = 4)) = È =š. 
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ш) 

0 
1/12 
2/12 

F(z) = < 5/12 
9/12 
10/12 
1 


Si 
Si 
si 
si 
si 
si 
si 
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z<1 

1<z<2 
2<z<3 
3<z<4 
4<т<5 
5<z<6 
Det 


Notons que P(2 < X < 4) = F(4) — F(2—) = - р = 2. 


13. Un article en stock fait l'objet d'une demande journalière X dont la loi de 


probabilité est donnée par le tableau 


x ( 0 1 2 3 


4 5 6 
0,10 0,15 0,20 0,25 0,15 0,10 0,05 J` 


i) Déterminer la fonction de masse et représenter graphiquement cette fonction. 


ii) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 


iii) Trouver la probabilité qu'une demande dépasse 4. 


iv) Trouver la probabilité qu'une demande soit inférieure à 2. 


v) Pour quelles valeurs de x peut-on écrire P(X < x) = 0, 85 ? 


vi) Pour quelles valeurs de x peut-on écrire P(X > x) = 0, 55 ? 


Solution. i) D'abord la fonction de masse est 


0,10 
0,15 
0, 20 
0, 25 

f(z) = 0, 15 
0, 10 
0, 05 
0 


si z = 0 
si z=1 
si z=2 
si z =3 
si z =4 
si z =5 
si z=6 
ailleurs 


et son graphique est représenté par la figure 3.7. 


ii) La fonction de répartition est 
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y 
0,25 
0,20 
0,15 
0,10 
0,05 
Figure 3.7. 
0 si z < 0 
0,10 si 0<z<1 
0,25 si 1<z<2 
0,45 si 2<z<3 
Е) = 070 si 3<7<4 
0,85 si 4<2<5 
0,95 si 5<z <6 
1 si 6<z 


iii) Р(Х > 4) =1— Р(Х < 4) 21— F(4) =1- 0,85 = 0,15. 

iv) P(X <2) = Р(Х 20)U (X =1)) = F(2—) = 0,25. 

v) P(X < z) =0,85, donc F(z) =0,85, d'oà z € [4, 5). 

vi) P(X > z) = 0,55 d'où P(X < z) = 0,45, donc F(z) = 0,45 et 
z € [2, 3). 


La variable aléatoire X possède la fonction de masse 


k siz=0 
2k si z=1 
f(z) = 3k si z=2 


0 ailleurs 


Trouver 
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i) К. 

ii) lafonction de répartition et représenter graphiquement cette fonction. 
їй) Р(Х < 2). 

iv) P(X > 2). v) 

v) Р(Х>1\Х>1). 


Solution. i) k + 2k + 3k = 1, donc k = 1/6. Par suite, la fonction de masse de la 
variable aléatoire X est 


1/6 si z=0 

_ J 1⁄3 si z-1 
Ма) =} i2 si z=2 
0 ailleurs 


ii) La fonction de répartition est 


0 siz«O0 
1/6 si0<z<1 
1/2 sil<z<2 
1 si z > 2 


F(z) = 


et son graphique est donné par la figure 3.8. 





Figure 3.8. 


ii) P(X < 2) =P((X =0)U(X =1)) =š =. 
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iv) Р(Х > 2) =1- Р(Х x2) 21- (1-242) = 0. 

P((X»1)0(X21 P(X»1 P(X-2) 
v) P(X»1|X21)- О) = ER = muxo = 
3 


5” 


CIS 


On lance trois fois de suite une pièce de monnaie. Trouver l'espace probabilisé 
associé, ainsi que la loi de probabilité, la fonction de masse et la fonction de 
répartition de la variable aléatoire X, qui prend comme valeurs le nombre de Pile 
obtenus, dans les cas suivants 


i) la pièce de monnaie est bonne, donc bien équilibrée. 
ii) la pièce de monnaie est telle que Pile est deux fois plus probable que Face. 


Solution. Posons F; et P; la Face et respectivement la Pile pour le i-ième lancer. 
Alors l'espace échantillonnal est 


R= ((Fi, Fo, F3), (Е, Fa, Ps), (FA, P>, Fa), (Pa, Fo, Fs), (Еу, Pa, Po), 
(Pi, F5, Ps), (P, P», ЕЗ), (Pi, Po, P3)), 


et l'espace probabilisable est (©, Р(©)). Pour trouver l'espace probabilisé (©, 
P(Q), P) il reste à trouver les probabilités des événements élémentaires, dans 
chaque cas. 


i) De l'indépendance des lancers, et parce que la monnaie est bonne, il s'ensuit 
que tous les événements élémentaires sont équiprobables, et la probabilité de 
tout événement élémentaire est 1 / 8 . 


La variable aléatoire X, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et les probabilités 
correspondantes sont : 


Р(Х = 0) = P((Fi Fi) = $, 


P(X = 1) = P(((Fi, Fa, P3), (F3, Po, F3), (Py, Ey, DIN = 


3 


3 


Go! со Œœ | со 


P(X = 2) = DUU, P>, P), (P,, Fo, P3), (Pis Pas F3) 3) = 


Р(Х =3) = P((P,, Pa, Ps)) = d 
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La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


gd 
La fonction de masse est 


1/8 si z=0,3 
Ах) = < 3/8 si z=1,2 
0 ailleurs 


oo) Сә 
мМ 


w= © 
соо kA 
oo М 


Enfin la fonction де répartition est 


0 pour z < 0 
1/8 si 0<z<1 
F(z)= A 4/8 si 1<r<2 
` [7/8 gäere? 
1 si z >3 


ii) D'abord P (Pile) = 2 et P(Face) = 1. Les probabilités des événements 


élémentaires sont: 1 
P((Fi, Fz, F3) = 27° 


PLP, Fa, P3)) = Р((Е,Р,№)) = Р((Р,,№,№)) = 2, 
P((F., Pa, P;)) = P((P,, Fa, Р,)) = P((P Pa, F3)) = Ê, 
Pip, Pa Pa) = 7. 


La variable aléatoire X, prend les valeurs 0, 1, 2, 3, et les probabilités 
correspondantes sont 


P(X =0) = P((Fi, Fa В) = 5, 


P(X = 1) = PG, s Pa), (Fi, Pas Б), (Р, Fas Fs) H) = y> 
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P(X —2) = P(((, Pa, P), (Pas P, Ps), (P, Pas ))]) = 2, 


РХ = 3) = P((P,, Pa, DI = Si 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


0 1 2 3 
x ( 1 в 12 i) 
27 27 27 27 
La fonction de masse est 
1/27 si z=0 
6/27 si z=1 


Қа) = $ 12/27 si z—2 
8/27 si z=3 
0 ailleurs 


Enfin la fonction de répartition est 


0 si z <Ü 
1/27 si 0<z<l 

F(z)=< 7/27 sS 1<z<2 
19/27 si 2Xz«3 
1 si z >3 


16. On lance trois fois une pièce de monnaie, Donner la loi de probabilité de la 
variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de piles obtenues. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les 
probabilités en utilisant le modèle de Bernoulli, 


Pac =K) = (lan ar 


On a n =3, p= }, (1 — p) = š et par suite on trouve 


P(X =k) = © k =0,1,2,3 
-— | 093? 9 а Bhatia 
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Donc 
x 0 1 2 3 
0,125 0,375 0,375 0,125 / ` 


La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 


17. Durant un entrainement, un joueur de basketball atteint le panier lors d'un lancer, 
avec une probabilité de 0,7. Déterminer la loi de probabilité de la variable 
aléatoire qui prend comme valeur le nombre de fois que le joueur atteint le 
panier, quand il lance le ballon 10 fois. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, „.. ,10. On trouve 
les probabilités en utilisant le schéma de Bernoulli, 


Pac - 8 = (8) а a 
On a n =10, p = 0,7, (1— р) = 0,3 et par suite on trouve 
P(X =k) = " (0, 7)*(0,3)"-*, k = 0,...,10. 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


X ( 0 1 ... 9 10 ) 
(0, з)10 (10)(0,7)(0,3)9 ... (im, ema (0,7)? J` 
La variable aléatoire X a une distribution binomiale. 


18. On expérimente 3 prototypes d'appareils. Les probabilités que ces prototypes 
fonctionnent sont respectivement p, = 0,9, р» = 0,8, ps = 0, 85. Donner la loi de 
probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de 
prototypes qui fonctionnent. 

Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les 
probabilités en utilisant la schéma de Poisson; donc il faut calculer les 
coefficients de х0 х! x?, х? du polynôme 


P(x) = (0,9x + 0,1) (0,8x+0,2) (0, 85x + 0, 15). 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


x( 8 1 2 3 
0,003 0,056 0,329 0,612 J^ 
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19. Considérons trois urnes ЁЛ, í = 1, 2, 3 ayant les caractéristiques suivantes ` 











On extrait une boule de chaque urne. Donner la loi de probabilité de la variable 
aléatoire X qui représente le nombre de boules blanches pigées. Donner aussi la 
fonction de masse et la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve 
les probabilités en utilisant le schéma de Poisson ; donc il fant calculer les 
coefficients de х, хі, x, x du polynôme 


Р(х) = E + a (i: + 2) (e + ;) , 


et l'on obtient 


0 1 2 3 
х(% 19 19 i) 
25 50 50 25 


La fonction de masse est 


3/25 siz=0 
19/50 siz=1 
f{z) = < 19/50 siz=2 
3/25 siz=3 
0 ailleurs 
La fonction de répartition est 
0 si z «0 


3/25 si0<z<1 

F(z)=< 25/50 sil<z<2 
44/50 si2<z<3 
1 si 3 <z 
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20. Dans un lot de 100 pièces fabriquées à l'aide d'une tour, 10 sont inutilisables. Pour 


21. 


contrôler la qualité, on extrait au hasard, 5 pièces du lot. Donner la loi de 
probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de pièces 
inutilisables parmi les 5 pièces examinées. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5. On 
trouve les probabilités en utilisant le schéma de la sélection sans remise ; 


et on obtient? 


10\ (90 
Р(Х =0) = en — 0, 583, 
5 
10) (90 
Р(Х = 1) VC = 0,340, 
5 
10) (90 
Р(Х = 2) ci = 0,070, 
5 
10) /90 
Р(Х =3) Ө = 0,007, 
5 
10) (90 
P(x A = GO о, 
(s) 
, - QO 
Р(Х =5) = (120) 2 0. 
5 
Ainsi la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le 
tableau 





li 








II 


II 





x 0 1 2 3 45 
0,583 0,340 0,070 0,007 0 0 J` 


Douze concurrents participent à un concours de piano, 7 hommes 
et 5 femmes. À la première étape, par tirage au sort, les concurrents 
sont divisés en 3 groupes égaux. Donner la loi de probabilité de la variable 


ĉes probabilités sont calculées à trois décimales près. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 


aléatoire X qui représente le nombre d'hommes membres du premier groupe 
passant devant le jury. 


Solution. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 
4. On trouve les probabilités en utilisant le schéma de la sélection sans 


T s 
remise; Р(Х = k) = 00, k =0,...,4. La loi de probabilité de la 
variable aléatoire X est donnée par le tableau 
x 0 1 2 3 4 
0,010 0,141 0,424 0,354 0,071 / ` 
22. La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnée par le tableau 


1 2 3 
x (où 0,5 "I 


Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X?; ЗХ; Х-!; 
X73; 2X) 5; (4X). 


Solution. On trouve respectivement 


xf qi 4 9 


; 


et 
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23. Deux variables aléatoires indépendantes ont les lois de probabilité données 
respectivement, par les tableaux 


2 3 5 
xd os 03) 
1 4 6 
Y ( as o2 o2) 


i) la loi de probabilité de la somme X + Y. 


et 


On demande 


й) la loi де probabilité du produit ХУ. 
Solution. i) Les valeurs de la variables aléatoire X + Y sont : 
2+1;2+4;2+6;3+1;3+4;3+6;5+1;5+4;5+6, 
c'est-à-dire 
3; 6; 8; 4; 7; 9; 6; 9; 11. 
Calculons maintenant une à une les probabilités d'obtenir chacune de ces 


valeurs. En tenant compte du fait que les variables aléatoires sont 
indépendantes, on obtient 


P(X +Y =3) 
= P(X=2 Y =1) =P(X =2)P(Y =1) 
= 0,2x0,6=0,12 


P(X +Y =6) 

= P(X=2 Y =4)+P(X =5, Y =1) 
Р(Х =2)P(Y = 4) + P(X = 5)P(Y = 1) 
0,2 x 0,2 +0,3 x 0,6 = 0,22 


lI 


Р(Х +Y = 8) 
= P(X =2, Y = 6) = Р(Х = 2)Р(Ү = 6) 
= 0,2х 0,2 = 0,04 


168 Chapitre 3. Variables aléatoires 


P(X+Y = 4) 
= Р(Х= 3, У= 1)= Р(Х = 3)Р(Ү = 1) 
= 0,5 x 0,6 = 0,30 

P(X+Y=7) 
= P(X=3, Y=4)= Р(Х = 3)Р(Ү = 4) 
= 0,5x0,2 = 0,10 

P(K+ Y= 9) 


= P(X = 3, Y = 6)+P(X = 5, Y = 4) 
= Р(Х = 3)Р(Ү = 6)+ Р(Х = 5)P(Y = 4) 
= 0,5 x 0,2 + 0,3 x 0,2 = 0,16 


P(X+Y=11) 
= Р(Х = 5, Y = 6)) = Р(Х = 5)P(Y = 6) 
= 0,3 x 0,2 = 0, 06. 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X + Y est donnée par le tableau 


xay( 3 4 6 7 8 9 n 
+Y | 0,12 0,30 0,22 0,10 0,04 0,16 0,06 J` 


ii) Les valeurs de la variables aléatoire XY sont : 
2х 1; 2 x 4; 2 x 6; 3 x 1; 3 x 4; 3 x 6; 5 x 1; 5 x 4; 5x6, 
c'est-à-dire 
2; 8; 12; 3; 12; 18; 5; 20; 30. 
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Or 


P(XY=2) = P(X =2, Y =1)=0,12 
P(XY =8) = Р(Х =2, Y —4)— 0,04 
P(XY =12) = Р(Х =2, Y =6)+ P(X =3, Y =4) =0,14 
P(XY=3) = P(X =3,Y =1) =0,30 
P(XY =18) = P(X=3, Y =6)=0,10 
P(XY 25) = P(X=5, Y =1)=0,18 
P(XY 220 = P(X=5, Y = 4) = 0,06 
P(XY = 30) = Р(Х = 5, Y = 6) = 0,06. 


Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire XY est donnée раг 
le tableau 


XY 2 3. 5 8 12 18 20 30 
0,12 0,30 0,18 0,04 0,14 0,10 0,06 0,06 /` 


24. On lance un dé trois fois et soit Xy X>, Xs les variables aléatoires qui prennent 
comme valeurs le nombre de points obtenus lors du premier, deuxième et 
troisième lancer respectivement. Calculer 


i) Р(Х, + X4 = X3). 
й) Р(Х, + Хә + Xs = 7). 
iii) P(X + Хә = 2X.). 


Solution. i) Tenant compte que les variables aléatoires sont indépendantes, on 
trouve 


6 
Р(Х, +X, = X) = Y P(X% + Xa =k, Xs = k) 
k=1 


6 
Y P(X: + Хз = k)P(Xs = k). 
k=1 


Mais Р(Х» =k) = 1, k=1,...,6 et 


6 
15 
Y Р(Х + X2 = k) = P(X1 +X < 6) = =, 


k=1 
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étant la probabilité que la somme des points obtenus en lançant deux dés soit plus 
petite que 6, donc Р(Х, +X; = Хз) = 5 / 72 


ii) Ce cas peut être réduit au cas précédent, considérant que 


Р(Х, + X> + Хз = 7) 


6 
= Y P(X,=k)P(Xi Xo = 7 k) 
k=1 
= EPX, + Xo < 6) 
5 
72° 
iii) On peut écrire 


P(X, + Xo = 2X3) 


6 
= min(6,2k—1) 


k=1 j=maz(1,2k-6) 
3 6 
(2k - 1) (13 — 2k) 
ML. MW 
> 216 > 216 
1 
12° 


Ici, dans la double somme, les indices k et j ne prennent pas indépendament les 
valeurs de 1 à 6, mais seulement les paires de valeurs (k, j) telles que 
1 < 2k - j < 6, dans les autres cas, les probabilités étant zéro, on ne les prend pas 
en considération. 


25. On considère l'équation ax + by - c = 0 où l'on détermine les coefficients а, b, c 
en lançant un dé et en prenant le nombre de points obtenus. Trouver la 
probabilité que la droite ainsi obtenue passe par le point de coordonnées (1, 1). 
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Solution. À l'expérience qui consiste à lancer un dé, on peut associer la variable 
aléatoire qui prend comme valeur le nombre de points obtenus sur le dé lors d'un 
lancer et sa loi de probabilité est donnée dans le problème 1. 


Les trois coefficients de l'équation donnée sont des variables aléatoires 
indépendantes Xj X2, Хз ayant la même loi de probabilité. La droite passe par le 
point (1, 1) si et seulement si X; + X; - Хз = 0, donc on cherche la probabilité que 


5 
Р(Х, + Xo — Хз = 0) = Р(Х, + X2 = Xa) = =, 


(voir problème 24 0). 


26. Chaque coefficient de l'équation a sin x - b = 0 est obtenu en lançant un dé et en 
prenant le nombre de points obtenus. Trouver la probabilité que l'équation ainsi 
obtenue soit compatible, c'est-à-dire quelle ait une solution. 


Solution. Les coefficients de l'équation sont des variables aléatoires 
associées à l'expérience du lancer d'un dé. Notons par Xj, Хз ces deux 
variables respectivement. La condition de compatibilité revient à š < 1, 
car Ê > 0 et la fonction sin z prend ses valeurs dans l'intervalle [-1, 1]. 


Donc 
Хз 
224 
р ( x < ) 


Р(Х» < X1) 


6 
= Y P(X, = k)P(X, < k) 


k=1 


6 
1 
= 6 > P(X2 S) 


1/1 2 3 4 5 6 
= EE 
_ 7 
= Z. 


27. Considérons l'équation x + ax? + bx + 1 = 0 où les coefficients a et b 
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sont obtenus de maniëre indépendante du modële probabiliste suivant 


28. 


(121174) 
1 1 1 1 LI: 
n n n n ''' n 


Quelle est la probabilité que l'équation ainsi obtenue soit réciproque ? 
Une équation du troisième degré ag + ар? + ах + аз = 0 est réciproque si a, = 
+ az et a, = + as. Dans notre cas, il suffit donc d'avoir a = b. 


Solution. Notons X, et X les variables aléatoires qui vont nous fournir a et b et 
déterminons P(X, = X;). Comme ces variables sont indépendantes on a : 


1 
n 


= . . 1 1 
Р(Х, = X) = Y P(X1 = j)P(X2 = j) =n x È x È => 
3=1 


Rappelons que si une équation réciproque possède une racine r x 0, 
alors elle admet aussi 1 comme racine. 


Les demi-axes a et b de l’hyperbole = _ гы = 1 sont déterminés de la 
même manière qu’au problème précédent. 

i) Trouver la probabilité que l'hyperbole soit équilatère. 

ii) Trouver la probabilité que l'hyperbole obtenue passe par le point 
(1,0). 

Solution. i) Une hyperbole est équilatére si ses demi-axes sont égaux, 


c'est-à-dire si a = b. Ce probléme revient donc au probléme précédent. 
La probabilité recherchée est donc 1. 


ii) L'hyperbole passe par le point (1,0) si et seulement si + = 1, donc 
a? = 1 et la probabilité cherchée est donc 1. | 


29. Un mobile se déplace sur une ligne droite, en obéissant à la loi x = at + bt + c, 


où x représente la distance parcourue et г le temps écoulé. Les coefficients 
a, b, c sont obtenus indépendamment à partir de la loi de probabilité suivante 


0 1 2 3 ... n 
4 а а 1 —A }: 
n+l n+l n+l ml °°" nH 


i) Trouver la probabilité que le mobile ait une accélération non nulle. 
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ii) Trouver la probabilité que le mobile ait une vitesse constante non nulle. 


iii) Trouver la probabilité que la vitesse soit constamment de 5m / sec. 


Solution. Soit Xj, X2 et Хз les trois variables aléatoires qui nous 
fournirons a, b et c respectivement. 


Rappelons que la vitesse V (t) est la dérivée de la distance par rapport 
au temps: ainsi V(t) = % = 2at + b. 

L'accélération A(t) est la dérivé de la vitesse V (t) par rapport au temps: 
ainsi A(t) = 4 = 2a. 

i) L'accélération est non nulle si a # 0. On cherche donc 


1 n 


n+l n+l 








Р(Х, #0) =1- Р(Х =0)=1- 


ii) La vitesse est constante et поп nulle si а = 0,5 # 0. Donc 


Р(Х, = 0, Х # 0) Р(Х! = 0)P(X2 # 0) 








1 n 
= x 
n+l n+l 
_ n 
© (n+ D” 
iii) . 
1 1 1 





30. Considérons l'équation a cos x - b = 0 où а est obtenu en lançant un dé et b est 
obtenu indépendamment à partir du modële 
1) 
1 E 
n 


(i 
1 
n 


Quelle est la probabilité que l'équation soit compatible, c'est-à-dire qu'elle 
possède une solution ? 


зе N 
si Co 


ой n > 6. 


Solution. L'équation a une solution si œ cos x = b et donc si cos x = b / a. 
Puisque cos x est dans l'intervalle [-1, 1], l'équation est compatible si 
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—1 < Ë < 1. Puisque ? est de toute façon plus grand que 0, il faut 
donc que È < 1. 


Soit X, et Хз les deux variables aléatoires qui nous fourniront а et b 
respectivement. On cherche 


P E < 1) = P(X% < Xi). 
Xı 


Or 
6 
Р(Х» < Xi) = X Р(Х, = k)P(X, < k). 
k=1 
On peut développer cette somme ainsi 
Р(Х < Xi) = P(X, = 1)P(X; = 1) + P(X = 2)P(U£ a(X» = 
k)) + + Р(Х = 6) P(UÊ_1(X2 = E. 


On trouve 
l 1 
1 2 
P(X: =2)P(U2_ (X; =k)) = 6х5 
Р(Х; = 6P(U£a(Xo = k)) = zx n! 
d'oü 


„1+2+3+4+5+6 21 


1 
Р(Х < X) = 6 n бп’ 


31. Considérons le cercle х2 + у? = 8 et la famille de droites x + у = а. Le paramètre а 


est obtenu en lançant un dé. Quelle est la probabilité que la droite soit tangente 
au cercle ? 


Solution. Chaque droite satisfait l'équation y = -x + a. Remplaçons y par cette 
valeur dans x? + y? = 8 pour trouver les points qui sont à la fois sur le cercle et la 
droite. On trouve 
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32. 


22 + (a — т)? = 8, 
donc 


2z? — 2ах + (a? — 8) = 0, 


c'est-à-dire 
az? + Bz + y = 0, 


ой œ = 2,8 = —2a, y = a? — 8. 


_ -8 tff? — don 
2a | 


Il existe trois possibilités. 


Les solutions sont: 





T 


e Si À = f? — 4ay < 0, alors il y a deux solutions complexes et la 
droite ne coupe pas le cercle. 


e Si А = f? — 40у > 0, alors il y a deux solutions réelles distinctes et 
la droite coupe le cercle en deux points. 


ө Si А = f? — 4ay = 0, alors il y a une seule solution réelle double et 
c'est dans ce cas que la droite est tangente au cercle. 


Or 


В? – 4аү = 4a? 4х 2(a? — 8) 
= 4g? — 8a? + 64 = 64 — 4a? 


= 4(16— a?) 
= 4(4—a)(44-a) 
= 0, 


d'où a = 4, car 1 < a < 6. La probabilité cherchée est donc 1. 


Les coefficients a et b de l'équation 2 + x = 1 sont obtenus indépen- 
damment à partir du modèle probabiliste suivant 


(111) 
111} 
3 3 3 
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Trouver la probabilité que l'ellipse obtenue contienne le point (1,1). 


33. 


Solution. Pour qu'une ellipse 2 + гы = 1 contiennent le point (1,1), 
il suffit que 
1 1 


2 ts 


Cela est impossible si l'un des deux coefficients œ ou b est 1, En fait, si on enlève 
tous les cas oü (a, b) contient 1, il ne reste que les cas suivants : (2, 2); 
(2, 3); (3, 2); (3, 3). Il y a donc 4 cas à considérer, chacun ayant une probabilité 
de 1/9 et par suite la probabilité cherchée est 4/9, 


Un dé est ainsi construit : une face est marquée avec un point, deux faces 
avec 2 points et trois faces avec 3 points, Si on lance le dé on peut donc obtenir 
les résultats : 1, 2 ou 3, On lance le dé deux fois et on note les résultats obtenus, 


i) Trouver la probabilité que les deux résultats soient égaux. 
ii) Trouver la probabilité que la somme des deux résultats soit 4. 


Solution. La variable aléatoire associée à l'expérience qui consiste à lancer un dé 
ainsi marqué a une loi de probabilité donnée par le tableau suivant 


1 2 3 
x(iii) 
6 3 3 
Les lois de probabilité des deux variables aléatoires Xj, X, correspondant au 


résultat du premier et du second lancer, sont décrites par le même tableau que la 
loi de probabilité de la variable aléatoire X. 


i) 


3 
3 P(X, = ЮР(Х = k) 


Р(Х; =X) = 
k=1 
= 1 1410142152 
7 6 6 3 3 2 2 
7 


18 
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ii) 


3 
P(X1+X2=4) = Y P(X, = ЮР(Х = 4— k) 
k=1 
Р(Х, = 1)Р(Х = 3) 
+P(X, = 3)Р(Х = 1) 
111111 


Ski: 
5 


18° 


ll 


34, Les chiffres a et b du nombre 10a + b sont obtenus indépendamment du modèle 


probabiliste suivant 


(211272) 
1111 i j: 
10 10 10 10 "rr 10 


Établir le tableau qui représente la loi de probabilité de la variable aléatoire 
С = A + B où A et B représentent le résultat du premier et du second nombres 
obtenus du modéle, 


i) Quelle est la probabilité que le nombre 104 + b, ainsi obtenu soit divisible 
par 3? 


ii) Quelle est la probabilité que le nombre 104 + b, ainsi obtenu soit divisible 
par 5? 


Solution, i) Soit donc A et B les deux variables aléatoires qui nous fourniront 
respectivement a et b. Puisque chaque variable varie de 0 à 9 et qu'elles sont 
indépendantes, on en déduit que C = A + B variera de 0 à 18. On trouve ainsi la 
probabilité d'une valeur quelconque pour k = 0, ... ,18, 


| 


P(C — k) Р(А+В =k) = M P(A = j)P(B = k - j) 
1 


1 . 
To P= kj), 
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‚ опа 


< 9, Ainsi 


-J 


0<k 


la somme s'effectuant sur les j tels que 0 < j < 9 et en plus, 


«e m n n 
^ r Ip mn m onm omn 
e ^ = n n n r a^ r 
8 _ + m n r n ^ no m m = 
= = = = л = ^ e n ^^ r oe 
+ e + =“ e = - pb. m өм ^ ^ ^ 


lH gon H ow H HW H H H H H HH H H H IH 
з печу сеу "$ Ma Mac eS "es es aka a "es ka "es "64 en? 


e e n ^ n n n ^ e 


" H H HWH H H H H H H | H H H H H H H I 
де де де де дә де де де де де дә ме де ле де дә де де HR 


Donc on peut écrire 





< 

| 

КЕ — S 

Il ` M 

m | : 

5 * d 

< Il il 

T mox 

= а а 

& "DA ls 
LJ -+|2 lr? 
1] Il Il 

E 


P(A+B 
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et 
9 
P(A+B=k) = Y ` Р(А=])Р(В=®—]) 
j=k—9 
= 1 Š Pg= k — j) 
0 = -9 
18-k+1 . 
= — y 58k-10.18 
On obtient le tableau qui représente la loi de probabilité 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
А+в( 


10 11 12 13 14 15 16 17 18 ). 


о в 6 5 4 2 
т їй ти i8 p I 19 Œ ve 


ii) Un nombre 10a+best divisible par 3 dès que la somme de ses chiffres 
a + b est elle-même divisible par 3. On cherche donc 


P (UÊ_,(A + B = 3k)) 


6 
= A. P(A+ B= 3k) 
k=0 
-_ d, 4,7,10, 7,4,22 
= 702 10 t 702 + 19 T 102 * 102 * 102 
_ 3⁄4 
© 10? 
üi) Un nombre 10а + b est divisible par 5 si le chiffre b est un 0 ou un 
5. Donc 
P((B=0)U(B=5)) = P(B=0)+P(B=5) 
_ 1 1 1 
= 1010 5 


35. Chaque coefficient de l'équation ах? + bx + c = 0 est obtenu en lançant un dé et 
en prenant le nombre de points résultant. Quelle est la probabilité que l'équation 
ainsi obtenue possède des racines identiques ? Des racines distinctes ? 
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Solution. Les coefficients de l'équation sont des variables aléatoires associées à 
l'expérience qui consiste à lancer un dé. Notons par Xj, X», Xs les trois variables 
aléatoires associées à la détermination des coefficients respectifs de l'équation. 
Ces variables aléatoires sont indépendantes et ont la méme loi de probabilité. 
L'équation possède des racines identiques (donc une racine double) dès que son 
discriminant А = P? - 4ac = 0. On cherche donc 


р = Р(Х?-А4Х,Х; = 0) = Р(Х? = 4X,X;) 
= Y P(X} = ЮР (хх, = d 
k 


1 k 
= 5 XP (ax - 1). 


où la somme s'effectue sur les valeurs k de la variable aléatoire X2/2, à savoir 
1, 4,9, 16, 25, 26 et qui sont en plus divisibles par 4, car la variable aléatoire X, 
Хз prend des valeurs entières, il reste donc k = 4, 16, 36. On trouve (voir 
probléme 271), Section 3.3) 


р = SIP = 1) + P(X,Xs = 4) + P(X1X3 = 9)) 
_ 1/1 3 1 
= (stat) 
= Š 
= ë 
_ 5 
= e 


Les racines de l'équation sont distinctes quand А Z 0, donc la probabilité est 
goùg=1-p=211/216. 


Remarque. En comparant la solution de ce problème en utilisant d'une part la 
définition classique de probabilité (voir problème 12, Section 2.3) et dautre part 
les variables aléatoires, on appréciera la simplification apportée dans les 
raisonnements par l'utilisation des variables aléatoires. 


36. On considère le nombre complexe a + bi, où a et b sont déterminés en lançant un 


dé. Trouver la probabilité que le nombre complexe ainsi obtenu se trouve sur le 
cercle 
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i) x?*+y?= 10. 
ii) x3 y*=3. 
Solution. Aux deux expériences servant à déterminer les nombres œ et b, on 


associe deux variables aléatoires indépendantes, X, et X,, ayant les mêmes lois de 
probabilité. 


Un nombre complexe z = a + bi se trouve sur un cercle centré à l'origine et de 
d sa LA Œ : \a2 : 
rayon r (donc d'équation X + y = т^) si et seulement si VV = +, donc si et 
2 2 


seulement si a^ + b^- r. 


6 
Р(Х? + X2 = 10) = Y  PQ = k) P(X3 = 10 - К). 
k=1 
La somme s'effectue sur les indices k tels que 10 - k? appartiennent à l'ensemble 
{11, 4, 9, 16, 25, 36}, c'est-à-dire à l'ensemble des valeurs que peut prendre le 


carré de la variable aléatoire associée à l'expérience qui consiste à lancer un dé. 
Donc 


P(X? + X2 = 10) Р(Х, = 1)Р(Х? = 9) 


+P(X1 = 3)P(X2 = 1) 


2.1.1.1 
^ 6 6 6 6 
_ 2 
© 36 
_ 1 
- 1. 


ii) 
6 
P(X? + X? = 3) = X P(X, = k?)P(X2 =3- HI =0, 
k=1 


car dans ce cas, il n'y a pas d'indice k tel que 3 - k' appartiennent à (1, 4, 9,16, 
25, 36). 


37. Considérons la variable aléatoire X ayant la loi de probabilité donnée par le 


tableau suivant 
1 2 3 
x ( 0,2 0,4 0,4 ) ` 
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Calculer la valeur moyenne et la variance de la variable aléatoire X. 
Solution. E(X) = 1 х 0,2+2х0,4+3х 0,4 = 2,2. 


Pour calculer Var(X) = E((X - Е(Х У?) on peut trouver d'abord le tableau qui 
représente la loi de probabilité de la variable aléatoire (X - Е(Х))?, donc 


_. 2 (—1,2)? (—0, 2} (0, 8)? 
ово ( CITÉ 
et ainsi on obtient 

Var(X) = 1,44 x 0,2 + 0,04 x 0, 4 + 0,64 x 0, 4 = 0, 56. 


On peut calculer la variance d'une autre façon, à savoir en utilisant la 
formule 


Il 


Var(X) = E(X?)-(E(X)) 


1x 0,2+4 x 0,4+9 x 0,4— 4,84 = 0,56. 


li 


38. On considère les variables aléatoires indépendantes dont les lois de probabilité 


sont données respectivement par les tableaux 


1 2 4 
x( oz 0,1 02 ) 


1 4 6 7 
dÉ 0,4 0,1 us): 


et 


Calculer 

i) E(2X +4Y). 

ii) Var(2X + 4Y ). 

iii) L'écart type de la variable aléatoire 2X + 4Y. 


Solution. i) E(2X +4Y) = 2E(X)--4E(Y) = 2(1x0,7--2x 0, 1--4x 
0,2)-4(1x 0,2--4x 0, 4--6x 0, 1--7x 0,3) = 2x 1, 7--4x 4, 5 = 21,4. 


ii) Var(2X + 4Y) = 4Var(X) + 16Var(Y ). Mais 
Var(X) = E(X?) - (E(X)} = 1,41 
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39. 


et 
Var(Y) = 4,65, 


donc 
Var(2X + 4Y) = 80, 04. 
iii) o(2X + 4Y) = ,/80, 04 = 8,947. 


Calculer la valeur moyenne pour la variable aléatoire considérée dans le 
problšme 20. 


Solution. Dans le problëme 20, on a considéré les probabilités à 3 
décimales près. Pour calculer la valeur moyenne, on utilisera les pro- 
0 90 


babilités exactes, donc Р(Х = k) = "Je On obtient 
5 


5 (19) 


E(X) = ae E Ti 
5 


sh JG): 


Pour calculer la somme 375, k(10) LGT, notons que Уу (10) (2° 
est le coefficient de y* du produit 


Il 


(1+0)'9(1 +), 


et Sa EL) est le coefficient de y? de l'expression 


d 
у 089070 9|, = 100(1+ y)”. 


GIE 
10(2) 


(s) 


Par la suite 


et 





Е(Х)= = 0,5. 
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40. Calculer le moment d'ordre k de la variable aléatoire X qui représente le nombre de 


41. 


points obtenus quand on lance un dé. 


Solution. On a 
E(X*) = K + 2#-+3# + + 5* + 66) 


En particulier, pour k = 1, on obtient E(X) = Z 


La variable aléatoire X posséde la fonction de masse suivante 
k? si z = —2 
(1/2)-k siz=-1 
Кх) =< k siz=0 
1⁄4 siz=1 
0 ailleurs 


i) Trouver la valeur de & et donner la loi de probabilité de la variable 
aléatoire X. 


ii) Calculer E(X + 2). 
iii) Caleuler Var(X - 1). 
iv) Calculer E(X?). 
Solution. i) De k? + -k+ k+ = 1 оп trouve k = L et par suite la 
fonction de masse de la variable aléatoire X est 

1/4 siz = -2 

0 si z = —1 

f(z)= 4 1/2 sir=0 
1⁄4 siz=1 
0 ailleurs 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


—2 0 1 
x (5 ji) 
4 2 4 


ii) E(X -2) 22 - E(X) =2+1(-2) +4 =Z 

iii) Var(X + 1) = Var(X) = E(X2) — (EGO. Pa Parce que E(X2) = 
4 x à +1 = , on obtient Var(X +1)=%-= 

iv) E(X?) =(=2)3 x 141 x 12-1. 
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42. La variable aléatoire X possëde la fonction de masse 


43. 


B(D* si z=1,;2,3,4 
f (z) = 
0 


ailleurs 
Trouver 
i) E(X). 
ii) E(X2). 
iii) Var(X). 
iv) Var(X +2). 
Solution. Notons d'abord que la loi de probabilité de la variable 
aléatoire X est donnée par le tableau 


1 2 3 4 
x( š 4 2 i) 
15 15 15 15 


i) E(X) =È +2x $ +3x 2 + 4x j = 28. 

H) E(X2) =È +4 xX $ +9 x fiers L = 8. 
ii) Var(X) = E(X?) — (E(X))? = - (3% 2 = 194, 
iv) Var(X +2) = Var(X). 





La variable aléatoire X possède la fonction de masse 


9/(25z) si z=1, 2, 3, 4 
(z) 1/8 si z =5, 6 
0 ailleurs 
Trouver 
i) E(X). 
ii) E(X2). 


iii) Var(X). 
Solution. Notons d'abord que la loi de probabilité de la variable 
aléatoire X est donnée par le tableau 


1 2 3 4 5 6 
X( de à š à à) 


600 600 600 600 600 600 
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46. 
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i) E(X) = 25--2x 0 +3x 2 +4x 5 +5x $ + 6 x $ = 28. 
ii) E(X?) = 26 +4x 08 +9x G +16x ds +25 x d +36 x d = 2,48. 


200 
iii) Var(X) = E(X?) — ((Е(Х))? = 132031. 


Soit X et Y deux variables aléatoires telles que E(X) = 1, E(Y) = 2. 
Calculer l'espérance mathématique de 2X + 4Y. 

Solution. E(2X + 4Y) =2E(X)+4E(Y)= 2+8 = 10. 

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que E(X*) = 
2, E(X?) = 1, E(Y?) = 1 et E(Y) = 0. Calculer la variance de Х?У. 
Solution. On trouve 


Var(X?Y) = E(X!Y?)- (E(X?Y)? 
E(X*)E(Y?) — (Е(Х?)Е(Ү))? 


= 2. 


d 


Soit X une variable aléatoire avec E( X) = 50 et Var(X) = 4. Trouver 
i) E(X?). 

ii) Var(2X + 4). 

iii) l'écart-type de 2X + 4. 

iv) Var(—X). 

v) l'écart-type de —X. 

Solution. i). E(X?) = Var(X) + (E(X))? = 4 +2 500 = 2 504. 
ii) Var(2X + 4) = 4Var(X) = 16. 

iii) 4/Var(2X + 4) = 4. 

iv) Var(-X) = Var(X) = 4. 

v) /Var(—X) = 2. 


Soit X une variable aléatoire avec E(X) = 25 et Var(X) = 25. Soit 
Y = х=. 'Trouver 

i) E(Y). 

ïi) Var(Y). 

Solution. i) E(Y) = 1(E(X) — 25) = 0. 

ii) Var(Y) = Var(X) = 1. 
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48. Considérons l'expérience qui consiste à lancer deux dés. Notons X, la variable 
aléatoire qui prend les valeurs í, ê = 1, ... , 6 selon le nombre de points donnés 
par le premier dé et X, la variable aléatoire qui prend les valeurs j, j = 1, ... ,6 
selon le nombre de points donnés par le deuxième dé, Soit Y = Xj + X». 


i) Donner la fonction de masse fy(x) = P(Y = x) et la fonction de répartition 
Fy(x) = P(Y < x) de la variable aléatoire Y. 


ii) Calculer E(Y). 
iii)Calculer Var( Y). 
Solution. 


i) Tout d'abord, pour k tel que 2 < k < 12, 


6 
Y POG = Р(Х = k- i) 
i=1 
min(6.k—1) 
— 1 ' 


i=max(1,k--6) 


P(Y =k) 


Il 


la somme s'effectuant sur les í tels que 1 < í < 6, et en plus, 1 < 
k — i < 6, donc 


k=2% i=1 

k=3, i=1,2 
k=4, i=1,2,3 
k=5, i=1,2,3,4 
k=6, i=1,2,3,4,5 
k=7, i=1,2,3,4,5,6 
k=8, i=2,3,4,5,6 
k=9, i=3,4,5,6 
k=10, i—4,5,6 
k=11, i=5,6 
k=12, i=6 


La fonction de masse de la variable aléatoire Y est 


188 


49. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 


£l sj 2<r<7 


36 
fe(z)=+ ÉZ si 7<x<12 
0 ailleurs 


La fonction de répartition de la variable aléatoire Y est 
si e? 


ig-l si j<r<j+1,2<j<7 


Ë ` 


Fy(z) = j , 
z + 9708-0 si j <z<j+1, 7<j<11 


1 si z > 12 


On peut trouver la fonction de masse et la fonction de répartition de la variable 
aléatoire Y, en utilisent directement sa loi de probabilité (voir problème 27 i), 
Section 3.3). 

m 6 ij 6 6 p3 6 . 

ii) E(Y) = Sy T = a Diall + j)) = 623-106 + 21) = 


252 _. 
52 = 7, 


" {+12 ` 6 Р TP , 
iii) E(Y?) = Ун SC = 679300 + 2ij +0) = 308 + 
42i + 91) = 99 et par suite Var(Y) = 228 — 7? = $. 

Dans une expérience, l'événement A peut survenir avec une probabilité p. On 
répéte lexpérience n fois de maniére indépendante. Trouver la valeur 


moyenne et la variance de la variable aléatoire X qui représente le nombre 
d'apparitions de A. 


Solution. 
Méthode I 


La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, . . . ‚п et on obtient les 
probabilités en utilisant le schéma de Bernoulli, 


pa - = (в) а-в" 
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donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


Ainsi 


lI 


E(X) 


où on a posé ј = k — 1. 


Var(X) = 


0 1 ... k | 
(ату (")р(1 ap? ... (Qr siet ... 


|... П 
s) 


Y «(a nr? 
у; k (Clan = р)"* 


У ("а ру 


пр(р + (1 – SIT = пр, 


E(X?) - (E(X)? 
= kI? NO рук _ 2 
> (la p)" — (np) 
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Mais 
> k? (Clan -p)"* = > us, gi Lyra -pr* 

- 2» CR WW p*(-p7* 

= np Do unt delt - p) 


= УЭП ШР ва py 


j-0 


+пр Y (7 _ ern = ai" 
= np(n — l)p + пр. 
Donc 
Var(X) = np? — np? + np — n? = пр(1 - p). 
Méthode II 


On peut éviter les calculs fastidieux de la méthode I, en procédant comme suit : 
à la k-ième expérience on associe la variable aléatoire X, qui peut prendre 
seulement les valeurs 1 ou 0, selon que l'événement A ou A" est apparu dans 
cette expérience. La loi de probabilité de cette variable X, est donnée par le 


tableau 
0 1 
x . 
k ( (1—p) p ) 


Pour k = 1, ... , n, les variables aléatoires X; sont indépendantes parce qu'elles 
correspondent à des expériences indépendantes, et 


X = X i + X, + t + Хп. 


En effet, dans le membre gauche on a le nombre d'apparitions 
de l'événement À en n essais ; dans le membre de droite on a une somme 
de 1 et de 0 dont le total correspond au nombre d'apparitions de À. Comme 


E(X) = ЕХ) + ЕХ) + + + + + E(X;) 


et que les variables aléatoires sont indépendantes, 


Var(X) = Var(X1) + Var(X2) - --- - Var(Xn). 


Or 
E(X,) = 0х (1-р) +1хр=р 
et 
Var(X) = E(X?) — (E(X)? = р-р? = p(1 — p) 
donc 


E(X) = np et Var(X) = np(1 — p). 


50. On réalise л expériences indépendantes. À la suite de la k-ième expérience, on 
peut avoir l'événement A avec probabilité р„ k = 1, .. n. (La probabilité 
d'apparition de l'événement A varie d'une expérience à l'autre). Trouver la valeur 
moyenne et la variance de la variable aléatoire X qui représente le nombre 
d'apparitions de l'événement A pour les z essais. 


Solution. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre d'apparitions de 
l'événement A et X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 ou 0, selon que 
dans l'expérience de rang kon a ou non, l'événement A, k = 1, ... ‚п, alors 


X=X +X, +. + X» 
Ona 
E(X) = E(X1) + E(X2) + + + + + E(X,) 
et parce que les variables aléatoires sont indépendantes, 
Var(X) = Var(X) + Var(X) + + +: + Var(X„). 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X; est donnée par le tableau 


x( p, a t ) 


où k — 1,...,n. Donc E(X&) = pk et 

Уат(Хһ) E(X?) – (E(X,)) 
Dk — Dk 
= p(l- pr). 


Il 


Il 
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Par la suite 
E(X) py: + Pn 
et 
Var(X) = p(l- pl) +--+ pal - Pn). 


Remarque. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, … , n et on 
obtient les probabilités en utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de 
la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


0 1... k ... n 
x ( 2, P. ... P, ... È): 


(nz +(1-7))(p2z + (1—p9))+::+ (paz + (1 -2Pn)) 
= Paz" ed Pix + Po. 
On propose au lecteur de calculer E(X) et Var(X) en utilisant les définitions de 
l'espérance et de la variance. 


D'une urne contenant a boules blanches et b boules noires, on tire л boules sans 
remise (n < a et n < b). 


i) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le 
nombre de boules blanches choisies. 


ii) Calculer la valeur moyenne de la variable aléatoire X. 
iii)Calculer la variance de la variable aléatoire X. 


iv) En utilisant les résultats de ce problème, solutionner le problème 39. 


Solution. i) La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1,...,n et 
on trouve les probabilités en utilisant le schéma de l'échantillon sans 


a b 
remise. Ainsi P(X = k) = Dec) et par suite la loi de probabilité de 
la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


0 1 e k e. Rn 
X û R 1 „51 k nk a o 1 
re De) ... Be) ... QW 
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et 


OG. 


= 0) 


ii) Pour calculer E(X) on procéde de la facon suivante : à la sélection de rang k 
on associe la variable aléatoire X, qui prend la valeur 1 ou 0 selon qu'à cette 
pige on obtienne une boule blanche ou bien une noire. Ainsi 


X=X +X +: :: + X, 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le tableau 
b 


Ü 1 
x 
(alg >) 
où p= р 1- p= Ze, 


Montrons que toutes les variables aléatoires Xj, k= 2,...,n, ontla même loi de 
probabilité que la variable Х|. Calculons la probabilité qu'à la sélection de rang 
k on obtienne une boule blanche. Si on suppose que de l'urne on extrait 
succesivement toutes les o + b boules, alors le nombre de cas possibles est 
(a + b) |, et le nombre de cas favorables à savoir que la k sélection soit une 
boule blanche est a (а + b - 1)!. En effet, la boule blanche à la k-ième sélection 
peut-être n'importe laquelle des а boules blanches, tandis que les autres 
a + b - 1 boules peuvent prendre les places restantes de (a + b - 1) ! manières 
différentes. Ainsi 


a(a +b-1)! _ a — 
Р(Х = 1) = GIB a+ P 





Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le 


tableau 
0 1 
x ; 
d (1—p) р ) 


k=1,...,n. Parce que E(X;) = p, on trouve 


E(X) = EUG) + `: + Е(Х„) = np. 
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iii) Les variables aléatoires X; ne sont pas indépendantes puisque 


a а—1 
a+b (X2 = 1) # Р(Х = ЦХ, = 1) 215-1 
et par suite 


Var(X) # Var(Xi) + >> + Var(X,). 
Nous donnons trois méthodes pour calculer la variance de la variable 
aléatoire X. 
Méthode I 


Calculons la variance de la variable aléatoire X en utilisant malgré tout le fait 
que X= X, + : - -+ Xy On procède de la façon suivante : 


Var(X) = E((X-E(X))?) = E((X, +++: X, — np)?) 


E E XË + 25 ` X;Xj — 2np 3x, t r) 
k=l k=1 


i<j 


lI 


Il 


у; E(X) +2 1 ` E(X;Xj) — 2np Y E(X,) + n? pf. 
kzl 


k=1 i<j 


Parce que E(X2) = E(X,) = р, k = 1,...,n, il reste à calculer 
E(X:X;), i < j, mais puisque les variables aléatoire X;, X; ne sont pas 
indépendantes, E(X;X;) # E(X:)E(X;). Aussi trouvons d'abord la loi 
de probabilité de la variable aléatoire X;X;. Cette variable aléatoire 
prend les valeurs 0 et 1. Or 


P(X;X; = 1) P(X;21, X; = 1) 


Р(Х; = Р(Х; =1|X; = 1) 


a-l 


= PX Fb T 


Ainsi, 


0 1 
X;X; _ _ A 
š acres Ac, ) 


3.2. Problëmes et solutions 


Donc E(X;X;) = p 


termes égaux, ainsi 
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ESA 
a+b-1 





. Dans la somme 5,.; E(X;X;), on a (2) 


i<j 








a-l 
2 У E(X;X;) = n(n =^ рт: 
i<j 
Par la suite 
— 1 
Var(X) = пр+п(п— ур IT 2п2р? + n°p° 
а—1 
= np (1+(n- EE) 
_ np-pí( 5 _ - Z) 
T a+b (a D ^ a-p 
a+b-n 
Salt T 
Méthode II 


Utilisons la formule 


= Y` Var(X;) +2 у; Cov(X;, X;). 


i=l i=l, j=1 
i<j 


D'abord Var(X;) = E(X2) — (E(X:)) = р— р? = »(1 — p), 


et 


Cov(Xi, Xj) 


Par suite 


= E(X;Xj) - E(X)E(X;) 
_ 8 у} 2 09 
a+b a+b-1 (a+b? 
—ab 
 (a+b2(a+b—1) 
_ СРО p) 
a+b-1` 


Var(X) = 


Méthode III 
D'abord 


car 


E(X) 
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nVar(X;) +2 (2) Cov(Xi, Xj) 
np(1 — p) - n(n — 1) (20-2) 





a+b-—1 
n — 1 
ei al 254) 
a+b-n 
пр(1 – рът 


= у к) се 


z pe asa) 
> atb (a-1+b 
k=1 n n-i 


vs 664 
= D озар (cie 


j=l n—1 





a+b’ 


SO 


j=0 n—1 


De plus, on a (voir problème 3, Section 3.3) 
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k=0 k(k ш 1) (8) an 
GH 
к=2@(@ — 1) (е2 Lal 
(a+b)(a+b--1) (25 


n(n—1) n—2 
n(n — 1)a(a — 1) 
(a+b)(a+b—1) 


E(X(X - 1)) 


Donc 


Var(X) = E(X(X —1) + E(X)-— (E(X))? 
n(n — 1)а(а — 1) na nma 
(a+b(a+b-1) a+b (a+D2 


nab(a + b — n) 
(a + b? (a -- b — 1) 


a+b-n 
Wu Poet 
iv) Dans le probléme 39 on a a +b = 100, a = 10, b= 90, n = 5, p= 
5, {1 - р) = 5. Donc E(X) =np=5x 5 = 0,5. 


52. Dans une urne il y а des boules numérotées de 1 à n. On extrait successivement 
toutes les boules et on les place selon l'ordre de sélection. Trouver la valeurs 
moyenne et la variance du nombre de concordances*, une concordance à la 
k-ième sélection correspondant à la sélection de la boule numérotée k. 


Solution. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de concordances 
qu'on obtient lors des n sélections. On associe à la sélection de rang k la variable 
aléatoire X; qui prend les valeurs 1 ou 0, selon que lors de ce choix on a une 
concordance ou pas. Ainsi 

X= X i+ :: : +X, 


^ Voir le problème des concordances, problème 38, Section 2.2 
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et donc 
E(X) = E(X ) + : -- + E(X,). 


П nous faut donc calculer CX, k = 1,...,n. Trouvons d'abord la loi 
de probabilité de la variable aléatoire Ху. Toutes les variables aléatoires 
ont la même loi de probabilité. En effet, calculons Р(Х = 1). Pour 
cela, on suppose qu'on extrait de l'urne successivement les n boules. Il 
y a n! cas possibles, et (n — 1)! cas favorables (car la boule numérotée 
k doit étre pigée au k-iéme rang tandis que les autres n — 1 boules 
peuvent étre pigées de (n — 1)! maniéres différentes). Ainsi a = 
1) = Et = l et P(X;=0)=1-P(Xp=1) 21-1, k=1,. 

La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donc donnée par V 


tableau 
x 0 
ki 1.1 ` 
1 


Е(Х)) SE et ainsi E(X)=n-—=1. 


sl = 


De plus, on a 


d 


Remarquons que Var(X) Z Var(X1)+:--+Var{X,), car les variables 
aléatoires Xj, k = 1,...,n ne sont pas indépendantes. 

Si í Á j, alors P(X; = 1,X; = 1) = EX = TET et par suite la loi 
de probabilité de la variable aléatoire X; iX;, š Á J, est donnée par le 
tableau 


0 1 
XX; ( 1 1 ) 
n(n-l) nfn-1) 


Donc 
i-4 si ô =j Sal si 4 = j 
Cou(X;, X;) = = 
qy- $ Si j m sizj 
n(n-i ai 81477 Pieean 1 


car Cov(X;, Xj) = Var(X;) = E(X?) - (E(X;)}? = 1 — E 


Var(X) = Y ` Var(X) +2 y` Cov(X;, Ху) 








i=l 1<i<j<n 
(n -1) 1 
= = N= "Ç 
n^ + n(n (а SCH 
n—1 1 
= + — 
п п 
= 1. 


53. Une urne contient а boules blanches et b boules noires. On extrait de l'urne une 
boule à la fois et par la suite, on introduit dans l'urne, aprës chaque extraction, la 
boule extraite ainsi que c boules de sa couleur. Soit X„ п = 1, 2, 3, ... la variable 
aléatoire associée à la sélection de rang л où X, prend la valeur 0 si la boule pigée 
est blanche et la valeur 1 si la boule pigée est noire. 

i) Montrer que toutes les variables aléatoires Х„ п = 1, 2, 3, … ont la même loi 
de probabilité, 
ii) Posons 
Ya= Xi ECKE E 
Calculer E(Y,) et Var(Y,). Que représente la variable aléatoire У„? 


Solution. i) Parce que chaque variable aléatoire X, ne prend que les valeurs 0 et 1, 
sa loi de probabilité sera déterminée par la probabilité P(X, = 1). De plus dans ce 
cas, E(X,) = 1P(X, = 1) + OP(X, = 0), donc E(X,) = Р(Х, = 1). Pour montrer que 
toutes les variables aléatoires Х„ п = 1, 2, 3, ... ont la même loi de probabilité, 
utiliserons une preuve par récurrence, Notons 


b a 
a +b a+b 
La loi de probabilité de la variable aléatoire X, est donnée par le tableau 


n (alg >): 


et E(X1) = Р(Х, = 1) = p. Supposons maintenant (l'hypothèse de 
la récurrence) que les variables aléatoires X1,..., X, aient la méme loi 








p- alors 1—p= 
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de probabilité et montrons que la variable aléatoire X,,; a alors la même loi de 
probabilité, Pour calculer P(X,,; = 1) nous devons nous intéresser à la 
composition de l'urne après les z premières sélections. La composition de l'urne 
avant la sélection de rang n + 1 dépendra des valeurs que prend la variable 
aléatoire Y„. Ainsi, si Y, = k (dans les premières л sélections on a pigé une boule 
noire k fois), l'urne aura a + b + nc boules parmi lesquelles a + (n - k)c blanches 
et b + ck noires, Parce que Y, peut prendre les valeurs 0, 1, ... , n et que les 
événements correspondants forment un systéme complet d'événements, il 
s'ensuit, d'après la formule de la probabilité totale, que 


Р(Х = 1) 3 P(X, = 1| Y, = k)P(Y, = E). 


k=0 
Il faut calculer d'abord P(X441 = 1 | У, = k) et P(Y, = k). Mais 
b+ ck 
P(Xan =11|Ya =k) = eer 


La loi de la variable aléatoire Y„ est facile à expliciter. En effet, il suffit de 
remarquer que toute suite de n tirages contenant exactement k boules noires a la 
même probabilité, à savoir 


ng (a+ jc) [ézo(b + he) 
EIER ESCH '(a+b+(n— 1)o) 


Comme dans n tirages il y a (2) modalités différentes d'extraire k boules 


noires et п — k boules blanches, on obtient 


n Véi "(a + јс) IE (b+ hc) 
P(Ya = k) = R atiet rA attra- 
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Donc 


УЎР(Х, = 1 | Yn = k)P(Y, = k) 
k=0 
= DH Pn = b) 
= a+ + nc 
= Y Bam, =k+1) 
k=0 \k+1 
^ k+l 
rjj =k+1) 
k=0 
Е(Ү +) 
n+1 ` 


P(X = 1) 


On obtient, en particulier 
E(X,,) = (n + 1) P (us = 1) 
= (п + 1) E (Xn), (3.3) 


Parce que Y, = X, il s'ensuit que E(Y1) = Е(Х,) = p. De Y;= Хү+Х» il s'ensuit que 
E(Y;)-p + E(X2) et d'autre part, en utilisant la formule (3.3), pour n = 1, on 
trouve que E(Y,) = 2E(X,), d'où E(X,) = p, donc Р(Х, = 1) = p et la loi de la 
variable aléatoire X, est la même que celle de X, . Par l'hypothèse de la 
récurrence, E(X;) = - + - = E(X,) = p, donc E(Y,) = np, et E(Y,,1) = Е(Х„,,) 
+ E(Y„) = E(X, + 1) + np. En utilisant la formule (3.3) on trouve Ё(У, 1) 
= (n + 1) Е (X,,5 = Е(Х„) + np, d'où on obtient E(X,,,) = p = Pai = 1), et 
par suite la loi de probabilité de la variable aléatoire X,,, est la même que celle 
de la variable aléatoire X), ce qui complète la preuve. 





ii) Notons d'abord que E(Y,) = np. De plus, comme les variables aléatoires 
X, pour п > 1 ont toutes la même loi de probabilité, on a E{X,) = p, et 
E(X 2/n) = p. Trouvons maintenant Var(Y,). Parce que les variables aléatoires 
Xis... , X, ne sont pas indépendantes, Var(Y,) # Var(Xi) + - - - + Var(X,). 
Calculerons Var(Y;) de la façon suivante : si n > 1, alors 
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E(Yaar(Yas1 — 1)) 


(voir le problème 3, 


En +1)) _ E(Ya(Ya — 1)) 
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- EY, (Ya - 1)) 


Il 


Il 


Е(Ү? RH T Үлы) - E(Y? - Y») 

E(Y2,) - (n + 1)p - E(Y2) + np 

E(Y24) - E(Y2) — 

Е((Ху A, + Xa)? — Ç ++ Xna) =p 
E(X 4) + PSE 

p + 2E(Xn+1Yn )- 

2E(Xn+1Yp) 


25 kPa = 1|Y, HE = k) 
k=1 


D SUED p(y, =k+1) 


SO (Yan — 1)) 


2 n+l 


? 


Section 3.3). Donc 


= , n>. 
n(n +1) n(n - 1) 
Cela signifie que E Seel est constant pour n > 1. Par conséquent, 


ou 


Em, — 1) _ EYY- 1) 
n(n — 1) 2 ` 


EM: — 1)) 


lI 


уу — 1) 

E(X1X2) 

P((X1 = 1) п (Х» = 1)) 

Р(Х, = Р(Х =1|Ху=1) 
b+c 

a+b+c 


n(n — 1 
2 


n(n—1 
n(n —1 
n(n — 1 


ме че ме ме 





n(n — 1)p 
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Comme 


on trouve 


Var(Y;) 


EM (M — UI 


li 


Il 


E(Y7) - EM) 
Var(Y,) + (Е(Ү,))? ~ E(Y.) 
Var(Y,) +n°p° — пр, 


ll 


b+c 
a+b+c 
((n — 1)(b-- c) — np(a 4- b - c) +a + b + c) 


n(n = l)p — np? - np 
np 
a+b+c 


np _ 
11 b+ c) +a — np(a + b + c)) 


np 
(a + 6 4- c)(a + b) 
a+b+nc 
a+b+c” 


(nfa + b)(b+ c) + а(а +b) — nb(a + b + c)) 


пр(1 – р) 


en utilisant Іа fait que p = n et que 1 — p = =. 


La variable aléatoire У, représente le nombre obtenu de boules noires 
suite à n répétitions de ce procédé. 


54. Montrer l'inégalité de Schwarz? pour les variables aléatoires X, Y, 


(E(XY) < Е(Х?)Е(Ү?). 


Solution. Pour t un paramètre réel, la variable aléatoire (X + ty) prend 
seulement des valeurs non négatives, donc E((X + tYP) > 0. En utilisant les 
propriétés de l'espérance (l'espérance d'une somme de variables aléatoires est la 
somme des espérances et une constante peut être factorisée), on trouve 


donc 


E((X +Ү)?) 
E(X? +2XY + Y?) 
E(X?) - 2tE(XY) +Ë E(Y2), 


° 
П IA 


il 


РЕ(Ү?) +2Е(ХҮ) + E(X?) > 0. 





5Karl Hermann Amandus Schwarz (1854-1928), mathématicien allemand. 
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Parce que le coefficient de t? est E( Y?) > 0, le trinóme sera non négatif, pour tout t 
réel, si et seulement si son discriminant est non positif, c'est-à-dire 
(E(XY)? — Е(Ү?)Е(Х?) < 0, 
d'où l'inégalité désirée. 


. Siz; t=1,...,net yj, 7 = 1,...,m sont des nombres réels quelcon- 
ques et p; > 0, PP: = l et q; > 0, a q; = 1, alors montrer 
l'inégalité 


n m 2 n m 
E X rame) < E ol (È ol . 
i=l j=1 i=l j=1 


Solution. On forme les variables aléatoires indépendantes dont les lois de 
probabilité sont données, respectivement par les tableaux 


x ( 7 ... a 
D ... Pn 


y ( # me т) 
Фф -.. dm 


et on applique l'inégalité du probléme précédant. Parce que 


n m 
E(XY) = 3 Y ушу 


i=1 j=1 


et 


n m 
E(X?) =Y zip et Е(Ү?) = Y y 


{=1 j=1 
on obtient l'inégalité demandée, 


Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le 
tableau 3.6. 


Trouver 
i) les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y. 


ii) la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). 
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1/18 
1/18 


1/18 


Tableau 3.6. 


Solution. i) On trouve 


et 


"( 


1 
8 


wi © 


LA 


DI NI 
— 


"Io = 


). 


tr m 


0 
4 
8 


ii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est 


0 
1/18 
1/18 
2/18 
3/18 

F(z,y) = 23 
12/18 
13/18 
17/18 
1 


Si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 


z<0 ou у<-1 
D<r<let —1<y<0 
0<т<1е0<у<1 
0<т<1е{у>1 
1<z<2e, —-1<y<0 
1<z<2et 0 <у<1 
l1€zrz«2ety21l 
z>2et —-1<y<0 
z>2et0<y<1 
z>2ety2>l 


57. On tire au hasard deux boules en même temps d'une urne qui contient une boule 
blanche, trois boules noires et six boules jaunes. 
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i) Donner la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y), où X et Y 
représentent respectivement le nombre de boules blanches ou noires obtenues. 


ii) Donner les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y. 
iii)Donner la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). 


iv)Calculer CowX, Y) et Corr(X, Y). Vérifier si les variables aléatoires X et Y 
sont indépendantes. 


Solution. i) Notons d'abord que l'ensemble des valeurs possibles pour le couple 
aléatoire (X, Y) est 


IO 0), (1,0), (0,1), (1,1), (O, 2). 


Parce que tous les ensembles de deux boules choisies parmi les dix boules de 
l'urne sont équiprobable, on obtient 


рю = P(X = 0,Y = 0) = E) = 5/15, 

po = Р(Х = 1, Y =0) = = ans 
=P(X = oy = 1) DI am 

pu = Р(Х «LY =1) -Q ins, 


(2) 


Po = Р(Х = 0,Y = 2) = 2 = 1/15, 
p2 = P(X =1,Y = 2) = 0, 


il s'ensuit que la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est 
donnée par le tableau 3.7. 
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5/15 6/15 


2/15 1/15 





7/15 7/15 1/15 





Tableau 3.7. 


dE 


0 1 2 
y ( 2 т i) 
15 15 15 


iii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est 


ii) On trouve 


je © 
сј нә 


et 


0 si z <0 ouy < 0 

5/15 si 0<z<let0<y<1 

11/15 si 0O<r<let1<y<2 
F(z,y)=< 12/15 si 0<z<1ety>2 

14/15 si z>1let0 <y<1 

15/15 si r>let 1<y<2 

1 si z>lety>2 


iv) On doit calculer Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). D'abord 
d'aprés ii), on trouve E(X) = 1/5 = E(X?), et E(Y) 2 3/5, E(Y?) = 


11/15. De plus, 
0 1 
XY ( м 1 ) , 
15 15 


donc E(XY) = 1/15. Par suite, Cov(X,Y) = $ — 
Trouvons maintenant Corr(X, Y). D'abord, Var(X) 
et Var(Y) = H — # = 25. Par suite, o(X) = 4/Var(X) 
o(Y) = J/Var(Y) = 2⁄2, donc Corr(X, Y) = —- = —0,218. 
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Parce que Cov(X, Y) Z 0, les variables aléatoires X et Y sont dépen- 
dantes. Оп peut voir aussi que £ = Р(Х = 0, Y = 0) # Р(Х = 


0)P(Y = 0) = 2 x Z. 





58. La loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est telle que 
P(X=1,Y=0)=1/4; 
P(X=1,Y=1)=P(X=1,Y=2)= 1/8; 
Р(Х =2,Y = 0) = P(X =2,Y = 1) = Р(Х =2,Y = 2) = 1/6. 


i) Donner le tableau qui représente la loi de probabilité conjointe du couple 
aléatoire (X, Y). 


ii) Posons Z = y/x. En utilisant ce tableau calculer E(Z). 








iii) Donner la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). 
iv) Donner les fonctions de répartiton marginales des variables aléatoires X et Y. 
v) Calculer Cov(X, Y) et Corr(X, Y). 


Solution. i) On trouve le tableau 3.8. 






БЧК 
1/4 1/8 1/8 | 1/2 
[s m тм 


Tableau 3.8. 





ii) On trouve 
1 1 1 1 
EE EE 


iii) On obtient 
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0 si 2<100у<0 

1/4 si 1<x<2et0<y<1 

3/8 sS 1<z<2et1<y<?2 
F(zy)24 1/2 si 1<r<2ety>2 

2/3 si r>2et0<y<l1 

5/6 siz>2et1<y<?2 

1 si z > 2 et y > 2 


iv) On trouve 


0 si z <l 
Ех(х) = 4 1/2 si 1<z<2 
1 si z > 2 
et . 
0 si y < 0 
_ J 5/12 si 0<y<1 
Fvl) = À 17/24 si 1<y<2 
1 si y> 2 


v) D'abord E(X) = 3/2, E(X?) = 5/2 et E(Y) = 7/8, E(Y2) = 


35/24. On trouve que E(XY) = =1+2+232+41 = E. Par Suite 
Cov(X,Y) = H - š x Í = k = 0,063. "Parte que Var(X) — 1, on 
trouve o(X) = ° Mar) = Ï = 0,5 et parce que Var(Y) = 13, on 

Naj = i — CY)... 
trouve o(Y) = /Var(Y) = 0,832, par suite Corr(X, Y) = дуу = 
0,149, 


59. Considérons le couple de variables aléatoires (X, Y) dont la loi de probabilité est 
donnée par le tableau 3.9. 


Calculer Cov(X, Y). Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes 
? 


Solution. On trouve 
3 3 
= — — 2 — = 
E(X)= —2 x 18 F 2 X 18 0, 


E(XY) = (2) x uo gto utu 


Par suite Cov(X,Y) = EUX) — OEM) = 0 et les variables 
aléatoires X et Y sont non-correlées. 


et 
0. 
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1/18 1/18 
0 8/18 
1/18 1/18 





2/18 10/18 





Tableau 3.9, 


Par contre, les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car 
P(X =2; Y=1)= # P(X =2) P(Y =1)=3/18 x 10/18. 








. On lance deux fois de suite une pièce de monnaie et, pour i = 1, 2, on définit la 


variable aléatoire Xi = qui prend la valeur 1 ou -1 selon que l'on a obtenu Pile ou 
Face au i-ième lancer. En notant respectivement p, (0 < p < l) etg = 1 - p la 
probabilité d'obtenir Pile ou Face avec cette pièce, peut-on trouver les valeurs de 
p telles que 


i) les variables aléatoires X, et X, + X>, soient indépendantes ? 
ii) les variables aléatoires X, et ХХ, soient indépendantes ? 


Solution. Remarquons d'abord que les variable aléatoires X, et X; sont 
indépendantes quelles que soient les valeurs de p, avec 


P(X i= 1) = Р(Х = 1) = p et Р(Х =-1) = P(X;= -1) = 4. 
i) La variable aléatoire X; + X; prend les valeurs -2, 0, 2. Parce que 
Р(Х, = 1, X, + X> = -2) = 0, les variables aléatoires X, et X> sont liées quel que 


soit p, car il y a une probabilité nulle dans le tableau de la loi de probabilité 
conjointe du couple aléatoire (X), X, + X2), et 


P(X, = DPX + X; = 2) = P(Xi = Р(Х = -1, X =-1) 
=рф 
#0, 
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par suite les variables aléatoires X, et X, + X, sont dépendantes quel que soit p, 
dans l'intervalle (0, 1). Notons que si p = 0 ou p = 1 les variables aléatoires sont 
indépendantes. 


ii) La variable aléatoire X,X» prend les valeurs -1 et 1. On trouve 


Р(Х, = —1, Xj Xo = -1) = Р(Х! = —1, Xo = 1) = pq, 
PU = -1, X, X, = 1) = Р(Х = —1, Xo = —1) = g, 


Р(Х, = 1, X1 X5 —1) Р(Х, 1, Xo —1) pq, 








P(X = 1, XX, = 1) = Р(Х = 1, Xo = 1) = p. 


Donc la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (Х|, X, X5) (avec X, = х 
et XX, = y) est donné par le tableau 3.10. 








Tableau 3.10. 


Les variables aléatoires X; et ХХ» sont indépendantes si et seulement 
si 2pg? = pq, 2p?q = pq, (p +@)q = Ф, et. (p? -- g?)p = p”. Ces quatre 
égalités sont vérifiées si et seulement si p = q = 2. Dans ce cas, la loi 
de probabilité conjointe du couple aléatoire (Х,У) est donnée par le 
tableau 3.11. 


Parce que pour tout z,y € {—1,1} опа 
Р(Х, = z, X1X2 = y) = Р(Х, = z)P(Xi X; = y) 


les variables aléatoires X; et X,.X2 sont indépendantes. 
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61. 


62. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 








Die |a mi 
Ni [Ri ete 


Tableau 3.11. 


Trouver la covariance et le coefficient de corrélation pour le couple aléatoire 
(X, Y) dont la loi de probabilité est donnée dans le probléme 56. 


Vérifier si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 
Solution. On trouve 


1 


5 3 
E(X)=1X q +2X 5 9 





1 1 
Е(Ү) = -1хе+1х == 0, 
et 


1 1 1 1 ` 
E(XY) = (-1) x gti gt? ла t2x qç = 0. 

Par suite Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0, et Corr(X,Y) = 0. 

Les variables alétoires X et Y sont non-correlées. 


Les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car 


P(X =0, Y =—1) = у; # P(X = 0)P(Y = -1) = x E. 


UO ki 


Soit les variables aléatoires X et Y dont les lois de probabilité sont 


données par 
0 3 
X (173 э) 


et 
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-1 0 2 
y | 1/3 1/2 95). 
On suppose que Р(Х = 3, Y = 2) = 2P(X = 0, Y = -l) et on pose 
Р(Х= 0,Y = -1) = а 


i) Donner la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) en fonction 
de а. Est-ce que a peut être quelconque ? 


ii) Calculer Cov(X, Y). Les variables aléatoires X et Y peuvent-elles être 
indépendantes ? 


Solution. i) Comme chaque probabilité doit se situe dans l'intervalle [0, 1], on 
trouve que a doit être dans l'intervalle [0, 1/2]. 


On calcule les probabilités à partir des deux probabilités données et des 
probabilités marginales. On obtient le tableau 3.12. 


2 





1/6+a 1/6- 2а 


1/3-a 1/3-а 2а 
1/3 1/2 








Tableau 3.12. 


ii) On trouve E(Y) = 0. Рагсе que 
E(XY) = —3 (i-e) +6 x 2a = 15a — 1, 


il s'en suit que Cov(X,Y) = 15a — 1. Si les variables aléatoires X et 
Y sont indépendantes, alors Cou(X, Y) = 0, donc a = E Mais si, 


1 
а = тє, alors 
1 1 1 


Donc les variables aléatoires X et Y ne sont jamais indépendantes. 
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63. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est 


0 si z < —2 ou y < 0 

1/12 si —2<т<2е0<у<1 

3/12 si —-2<r<2et1<y<2 
F(ry)-4 4/12 si -2<r<2ety>2 

7/12 si z>2et0<y<1 

11/12 si z>2et1<y<2 

1 si z > 2 et y>2 


Trouver la loi de probabilité du couple (X, Y). 


Solution. Les limites gauches des intervalles fermés à gauche, de variations de x 
sont -2, et 2, et les limites gauches des intervalles fermés à gauche, de variations 
de y sont 0, 1 et 2. Donc le couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les 
couples (-2, 0), (-2, 1), C2, 2), et les couples (2, 0), (2, 1), (2, 2). Le saut de la 
fonction F(x, y) dans le point (-2, 0) est 1/12 - 0 = 1/12, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 0). Le saut de la fonction 
F(x, y) dans le point (-2, 1) est 3/12 - 1/12 = 2/12, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 1). Le saut de la fonction 
F(x, y) dans le point (-2, 2) est 4/12 - 3/12 = 1/12, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (-2, 2). Le saut de la fonction 
F(x, y) dans le point (2, 0) est 7/12 - 4/12 = 3/12, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 0). Le saut de la fonction 
F(x, y) dans le point (2, 1) est 11/12 - 7/12 — 4/12, qui est la probabilité avec 
laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 1). Enfin le saut de la 
fonction F(x, y) dans le point (2, 2) est 1 - 11/12 — 1/12, qui est la probabilité 
avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la valeur (2, 2). La loi de 


probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.13. 


64. Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 3, 2 et Var(X) = 0, 64. Trouver une 


borne inférieure pour la probabilité 
Р(1,2<Х «5,2). 


Solution. On applique l'inégalité de Tchebychev, avec e — 2, donc 


0,64 
P(1,2 < X < 5,2) = Р(Х —3,2| < 2) 21- 277 = 0,84. 
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N е > e 
1/12 2/12 1/12 | 4/12 

2 3/12 4/12 1/12 | 8/12 
|| 






4/12 6/12 2/12 1 





Tableau 3.13. 


65. Soit une variable aléatoire X telle que E(X) = 2 et E(X?) = Trouver une 


borne inférieure pour la probabilité 
P(1 < X < 3). 


Solution. On applique l'inégalité de Tchebychev, avec e = 1. On 
trouve Var(X) = E(X?) — (E(X))? = 2, donc 


2 1 
P(1 X <3)=P(|X—2|<1) 21—g = 5. 


66. L'inégalité de Tchebychev appliquée à la variable aléatoire X où E(X) = 4 donne 


67. 


PAX - A < 2) > 0, 54. Déterminer la variance de la variable aléatoire X. 
Solution. De var X) / e= 0, 46 on obtient Var(X) = 4 x 0,46 = 1, 84. 


On lance une pièce de monnaie 100 fois. Montrer qu'avec une probabilité aussi 
grande que 3/4, le nombre de faces est contenu entre 40 et 60. 


Solution. La variable aléatoire qui prend comme valeurs le nombre de faces a 
une distribution binomiale avec p = 1/2 E(X) = np = 50 et Var(X) = np(1 - p) 
= 25. En appliquant l'inégalité de Tchebychev avec € = 10, on obtient 


25 
P(40 < X < 60) = Р(|Х — 50] < 10) > 1— ee = 0,75. 
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68. On lance un dé 120 fois. Trouver une borne inférieure pour la probabilité 
P(15 < X < 25) où X représente le nombre d'apparitions de la face avec 6 points. 


Solution. La variable aléatoire X a une distribution binomiale avec p = 1/6, donc 
Е(Х) = 20 et Var(X) = 50/3. En appliquant l'inégalité de Tchebychev, on obtient 


50 1 
Р(15 < X < 25) = P(|X – 20| < 5) > 1 


 25x3 389 


69. Soit X une variable aléatoire obéissant à une distribution binomiale. On réalise # 
épreuves indépendantes et soit Y — x / n. 


i) Pour p = 0,4, n = 


= 1 000, trouver une borne inférieure pour la 
probabilité P(0,2 « Y « 0,6). 


ii) Soit p — 0, 4. Déterminer la plus petite valeur de n telle que 
P(|Y — 0,41 < 0,2) > 0,997. 
iii) Soit p = 0, 4, n = 100. Déterminer le plus petit є tel que 
P(|Y — 0,4| < €) > 0,76. 
iv) Soit n = 100. Trouver p tel que 
P(|Y — p| < 0,1) > 0,75. 
Solution. On applique l'inégalité de Tchebychev sous la forme 
РҮ -a< 921- E= 2, 


car E(Y) = p et Var(Y) = 22, 
i) P(0,2 < Y «0,6) = P([Y —0,4| < 0,2) 2 1— гобу = 0,994. 
ü) De 1 — 5458 > 0, 997 on obtient n = 2 000. 

iii) De 1 — 598 > 0,76 on obtient ë? = ү 


тв = 0,01 donc є = 0,1. 
ñ 1— А " 
iv) De 1- dear = 0,75 on obtient p? — p + 0,25 = 0 donc p = 0,8. 
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3.3 Problèmes proposés 


1. Douze crayons sont placés au hasard dans trois boîtes numérotées de 1 à 3. 
Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente le nombre de 
crayons dans la première boîte. 


2. Sur le chemin de la maison à l'école un étudiant passe par quatre intersections 
dotées de feux de circulation ayant deux couleurs : rouge et vert. En supposant 
que la probabilité de croiser un feu rouge soit 0,5 à chaque intersection, donner 
la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de feux 
verts croisés par l'étudiant jusqu'à ce qu'il rencontre un premier feu rouge, ou 
qu'il soit rendu à la maison. 


3. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau 


n 
Ti .. Tn 
X , рь = 1. 
Gun) E 
Trouver Іа loi де probabilité de la variable aléatoire X (X - 1). 
4. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est 


1 2 3 4 
х(1131)- 
4 4 8 8 


Représenter graphiquement la fonction de masse et la fonction de répartition de la 
variable aléatoire X. 


5. La fonction de masse de la variable aléatoire X est donnée par la figure 3.9. 
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 


6. On jette deux dés. On considère la variable aléatoire "nombre de un ou de deux 
marqués". Quelle est la fonction de masse de cette variable aléatoire ? 


7. Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. Trouver la fonction de 
masse de chacune des variables aléatoires suivantes 
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Figure 3.9. 


i) le nombre de boules blanches obtenues au cours de 3 tirages successifs, sans 
remise. 


ii) le nombre de boules tirées au hasard, sans remise, requis pour obtenir une 
boule noire. 


8. Déterminer k de sorte que la fonction 


k sir=1,4 
O ailleurs 


fe = { 


soit une fonction de masse. Donner le graphique de cette fonction. 


9. Soit X une variable aléatoire, dont la fonction de répartiton est donnée par la 
figure 3.10. 





4 


Figure 3.10. 


Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 
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10. Une loterie est émise. Cent billets sont proposés. Parmi ces billets 5 gagnent 
chacun un lot de $1 000 ; 10 gagnent un lot de $500 ; 15 gagnent un lot de $200 
; 20 gagnent un lot de $100, les autres billets ne gagnent rien. Soit la variable 


aléatoire X "gain du joueur". 


i) Donner la fonction de masse de la variable aléatoire X. 


ii) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 


iii)Calculer P(X > 100). 
iv)Calculer P(X < 200). 


11. Les quelles des fonctions suivantes sont des fonctions de répartition ? 


i) 
0 si z < —5 
FP(z)= 4 1⁄2 si -5<x<5 
1 BEE: 
ii) 
0 si z < 0 
Е(х) = 4 l/n sin-1<x<n; n=1,2,...,10 
1 si 10 <z 
ili) 
0 si z< —5 
F(z)= < 1/2 si -5<z<5 
1 si 5 <z 
iv) 
0 si x <l 
FP(z)= ç 1/2 si z=1 
1 si Let 
v) 
0 si z < 1 
1/4 s 1<2<2 
F(z)= < 2/4 si 2<x<3 
3/4 si 3<x<4 
1 si 4<z 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Un joueur de basketball atteint le panier lors d'un lancer avec une probabilité 
0,7. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le 
nombre de succès quand le joueur effectue 5 lancers. 


Deux joueurs d'égale habileté jouent aux échecs (la probabilité que n'importe 
lequel des joueurs gagne est 0,5). Donner la loi de probabilité, la fonction de 
masse et la fonction de répartition de la variable aléatoire X qui représente le 
nombre de parties gagnées par un des joueurs quand ils jouent 5 parties. 


Un lot de 12 pigeons voyageurs est envoyé vers une destination. Sachant que la 
probabilité de retour est la même pour chaque pigeon et égale à 0,8, donner la 
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre 
de pigeons qui rentrent au colombier. 


À un concours de tir à l'arme lourde, la cible consiste d'un disque central et de 
neuf couronnes circulaires. La probabilité qu'un champion atteigne le disque en 
un seul tir est de 0,98. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui 
représente le nombre de fois que le tireur fait mouche (atteint le disque) en dix 
tirs. 


On contrôle la qualité d'un lot de 25 appareils. La probabilité qu'un appareil soit 
rejeté est 0,01. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui 
représente le nombre d'appareils acceptés. 


On contrôle quatre lots de pièces faites sur quatre tours. Les probabilités qu'une 
pièce tirée d'un de ces quatre lots soit défectueuse sont respectivement 
0,01; 0,02; 0,04; 0,05. On extrait au hasard une pièce de chaque lot. Donner la 
loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de pièces 
défectueuse. 


Trois tireurs visent une cible. Les probabilités d'atteindre la cible pour chaque 
tireur sont respectivement 0,50; 0,80; 0,40. Donner la loi de probabilité de la 
variable aléatoire X qui représente le nombre de succès lors d'un tir simultané de 
ces trois tireurs. 


On convoque 4 personnes par téléphone à une réunion. Les probabilités que 
la ligne soit engagée lors des appels sont 0,1; 0,01; 0,03; 0,02 
respectivement pour les quatre personnes. Donner la loi de probabilité de la 
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20. 


21. 


22. 


23. 


variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de personnes rejointes si 
on fait un seul appel à chaque personne. 


D'une urne contenant 15 boules blanches et 5 noires, on pige 4 fois sans remise 
une boule à la fois. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui 
représente le nombre de boules blanches sélectionnées. 


À un concours de musique vocale se présentent 36 concurrents, 16 hommes et 
20 femmes. Par tirage au sort, ils sont répartis en groupes de 6, chaque groupe 
devant se présenter devant le jury à un jour fixé. Donner la loi de probabilité de 
la variable aléatoire X qui représente le nombre de femmes qui se présentent au 
jury, lors de la première journée d'audition. 


Pour le contrôle de la qualité d'un lot de 100 pièces on extrait d'un seul coup 10 
pièces. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le 
nombre de pièces rejetées parmi les 10 choisies, si la proportion de pièce 
défectueuse du lot est 0,3. 


La loi de probabilité d'une variable aléatoire est donnée par le tableau 


1 2 3 
x (o. 0,3 ds). 


Donner la loi de probabilité des variables aléatoires 


X2; ХЗ; X5 2X; X - 1. 


24. La loi de probabilité d'une variable aléatoire est donnée par le tableau 


— 0 1 
dës 0,4 04). 


Donner la loi de probabilité des variables aléatoires X" pour n = 1,2,3,... 


25. Soit Xj, X» deux variables aléatoires indépendantes ayant les lois de probabilité 


données par les tableaux 


1 2 
x 5 05) 
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0 1 
х, (09, 03): 


Donner la loi де probabilité des variables aléatoires 


et 


À un concours de tir il faut atteindre une cible formée d'un disque central et de 
deux couronnes circulaires. Si un tireur atteint le disque, il reçoit 5 points. S'il 
atteint les couronnes, il reçoit 3 points et 2 points, respectivement. Donner la loi 
de probabilité de la variable aléatoire X qui représente la somme des points 
obtenus par un tireur en 3 tirs, si les probabilités d'atteindre le disque et les deux 
couronnes sont respectivement, 0,5; 0,3 et 0,2. 


27. On lance deux dés. On demande 


28. 


29. 


30. 


31. 


i) la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente la somme des 
points obtenus. 


ii) la loi de probabilité de la variable aléatoire qui représente le produit des 
points obtenus. 


Chaque chiffre du nombre 1024 + 10b + c est obtenu en extrayant une boule 
d'une urne contenant 10 boules numérotées de 0 à 9. Donner la loi de probabilité 
de la variable aléatoire qui représente la somme des chiffres du nombre ainsi 
obtenu. 


On considère l'équation 2x - а = 0 où le coefficient a est déterminé de la façon 
suivante : on extrait une boule de chacune de n urnes, chaque urne contenant # 
boules numérotées de 1 à л, et on prend pour a le plus grand nombre obtenu. 
Trouver la probabilité que l'équation ainsi obtenue ait comme racine x = 4. 


Chaque coefficient de l'équation a tan x = b est obtenu en lançant un dé. Trouver 
la probabilité que l'équation ainsi obtenue ait comme racines x = z / 4 + kir où 
kz est un nombre entier. 


Les coefficients a, b de l'équation ax*+by = 10 sont obtenus en lançant un dé. 
Trouver la probabilité que l'équation ainsi obtenue représente un cercle. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


On considère l'équation ax + 2x + 2x + d = 0 où les coefficients œ et d sont 
obtenus en lançant un dé. Trouver la probabilité que l'équation ainsi obtenue soit 
réciproque. Une équation ах? + ax? + арх + аз = 0 est réciproque si qo = 443 et a; 
= ds 


On considère l'équation х? - ax? + bx - 1 = 0 où les coefficients a et b sont obtenus 
en extrayant une boule d'une urne contenant n boules numérotées 
de 1 ал. Trouver la probabilité que l'équation ainsi obtenue soit réciproque. 


Chaque coefficient du polynóme p(x) = х + bx? + cx + d est obtenu en lançant un 
dé. Trouver la probabilité que le polynôme ainsi obtenu soit un cube parfait. 
Déterminer effectivemment les cubes parfaits pour lesquels la probabilité est 
positive. 


On détermine les nombres a, b, c en lançant un dé. Trouver la probabilité que les 
nombres complexes a + ib, 1 - ic soient conjugués. 


On considère le cercle x? + y? = 8 et la famille de droites x + y - À = 0. Trouver la 
probabilité que la droite obtenue soit tangente au cercle si on prend pour A le 
nombre de points réalisés en lançant un dé. 


Chaque coefficient de l'équation ax - b = 0 est obtenu en lançant un dé. Trouver 
la probabilité que l'équation obtenue ait une racine entière. 


Les coefficients b et c de l'équation x? - bx + c = O sont déterminés en lançant un 
dé. Trouver la probabilité que l'équation obtenue ait comme racines les nombres 
х= 2, xq = 3. 


Chaque coefficient de l'équation ax? + bx + c = 0 est déterminé en lançant un dé. 
Trouver la probabilité que l'équation obtenue ait comme racines les nombres 


i) х= 1,x5- 4. 
ii) xí=-l,x, =-3. 
iii) xy = -1, 35 = -7. 


On considère le système d'équations linéaires 


aï + dry = 2 


ах + boy = 1 
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oü chaque coefficient est obtenu en lançant un dé et en prenant le nombre de 
points réalisés. Trouver la probabilité que le systëme ainsi obtenu ait une 
solution unique. 


41. On considère la matrice 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


x= |а а | 
аз 04 


où les éléments ai, а», аз ал sont obtenus en lançant un dé. Trouver la 
probabilité que la matrice ainsi obtenue soit singulière. Trouver la probabilité 
que la matrice ainsi obtenue soit non singulière. 


Dans un plan, on considère deux droites données par les équations ах + biy = 0 
et axx + bzy = 1, où les coefficients a, bi, а», ba sont obtenus en lançant un dé. 
Trouver la probabilité que les deux droites ainsi obtenues soient concourantes. 


On considère la droite donnée par l'équation ax + by + c = O où les coefficients 
a, b, c sont déterminés en lançant un dé. Trouver la probabilité que la droite ainsi 
obtenue passe par le point (1, 1). 


On donne l'équation ax + by + c = 0 où les coefficients а, b, c sont déterminés 
en lançant un dé. Déterminer les valeurs de m telles que la probabilité que la 
droite obtenue passe par le point (-m, 1) soit positive. 


On considère l'équation ax + by - c = 0 où chaque coefficient est obtenu en 
extrayant une boule d'une urne contenant л boules numérotées de 1 à л. Trouver 
la probabilité que la droite ainsi obtenue passe par le point (1, 1). 


On considère l'équation x? - Ax + 3 = O. Trouver la probabilité qu'en lançant deux 
dés les nombres obtenus soient les racines de l'équation donnée. 


47. Les coefficients de l'équation ax? + bx + c = 0 sont obtenus en lançant un dé. 


Trouver la probabilité que les racines de cette équation soient l'inverse 
l'une de l'autre. 
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48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


Chaque coefficient du trinóme y = ax? + 2bx + c est obtenu en lançant un dé. 
Trouver la probabilité que le trinôme ainsi obtenu soit positif pour tout x réel. 


Les coefficients de l'équation ax? + bx + с = 0 sont obtenus en lançant un dé. 
Trouver les probabilités que l'équation ainsi obtenue ait des racines complexes ; 
des racines réelles. 


On place au hasard 6 balles dans 2 boîtes. Trouver la valeur moyenne de la 
variable aléatoire X qui représente le nombre de balles dans la deuxième boîte. 


Pour la variable aléatoire du problème 12, trouver la valeur moyenne, la variance 
et l'écart-type. 

Pour la variable aléatoire du problème 13, trouver la valeur moyenne et la 
variance. 


Un joueur de basketball réussit un panier lors d'un lancer avec une 
probabilité 0,9. Trouver la valeur moyenne et la variance de la variable aléatoire 
qui représente le nombre de succès alors que le joueur lance 5 fois le ballon. 


Un lot de 100 pigeons voyageurs sont envoyés vers une destination. Sachant que 
la probabilité de retour est la même pour chaque pigeon et égale 0,8, trouver 


i) la valeur moyenne, la variance et l'écart-type pour le nombre de pigeons qui 
reviennent. 


ii) la valeur moyenne, la variance et l'écart-type pour le nombre de pigeons qui 
ne reviennent pas. 


On sélectionne avec remise k boules d'une urne contenant a boules blanches et b 
boules noires. Trouver 


i) la valeur moyenne de la variable aléatoire X qui prend comme valeurs le 
nombre de boules blanches sélectionnées. 


ii) la variance de la variable aléatoire X. 


On contrôle 3 lots de pièces fabriquées à l'aide de trois tours. Les 
probabilités de choisir une pièce défectueuse de ces trois lots sont 0,05 ; 
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57. 


58. 


59. 


61. 


62. 


63. 
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0,02 et 0,04 respectivement. On extrait au hasard une pièce de chaque lot. 
Trouver la valeur moyenne et la variance du nombre de pièces défectueuses. 


Pour la variable aléatoire du problème 17, trouver la valeur moyenne et la 
variance. 


On considère un appareil électrique formé de cinq éléments numérotés de 1 à 5 
et qui peuvent tomber en panne indépendamment. Soit p, = 0, 2 + 0, 1(k - 1) la 
probabilité que l'élément numéroté k tombe en panne pour k = 1, ..., 5. Trouver 
la valeur moyenne et la variance du nombre d'éléments défectueux sur un 
appareil. 


Pour la variable aléatoire du probléme 21, déterminer la valeur moyenne 
et la variance. 


Pour la variable aléatoire du probléme 22, déterminer la valeur moyenne 
et la variance. 


Dans 10 boites numérotées de 1 à 10, on introduit au hasard 10 boules 
numérotées de 1 à 10, une boule dans chaque boite. Trouver la valeur moyenne 
et la variance du nombre de concordances (on dit qu'il y a concordance si dans la 
boîte numérotée j on a introduit la boule numérotée j). 


Six couples participent à un diner. Supposant que pour une danse les couples se 
forment au hasard, trouver la valeur moyenne et la variance du nombre de 
couples qui dansent ensemble. 


Une compétition sportive entre deux clubs se déroule en 10 étapes. À la 
première étape chaque club est représenté par le même nombre de joueurs, 
chacun ayant les mémes chances pour la premiére place. Le club auquel 
appartient le joueur gagnant de l'étape k, k = 1, ... , 9 peut introduire 5 joueurs à 
la compétition qui participeront avec les autres à l'étape k + 1. Trouver la valeur 
moyenne du nombre d'étapes gagnées par chaque club séparément. 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


1 Ti Lo 
x (o5 0,4 A) 


3.3. Problèmes proposés 227 


66. 


67. 


68. 


69. 


Trouver z1, х2 sachant que E(X) = 1,4 et z; = zí + 1. 


. Déterminer a, pı, po de la loi de probabilité donnée par le tableau 


suivant 
x ( 0 a ) | 
b p 
sachant que E(X) = š et E(X?) = +. 


La variable aléatoire X a la loi de probabilité donnée par le tableau 


0 1 
2 2 


Déterminer les nombres a et b pour que E(Y) = 0, Var(Y) = 1, où 
Y = aX +b. 


Calculer le moment d'ordre 3 de la variable aléatoire X oü 


—1 0 1 
x ( 1 11 ) ' 
2 4 4 
Soient les variables aléatoires indépendantes X, et X2, dont les lois de 
probabilité sont données par les tableaux 


-1 2 
x( 3 2) 
10 10 


-1 
DEER 
10 
Trouver 


i) Е(Х, + Хә); E(2Xi + Хз); E(X1X2); E(X1X; T 1); Е(2Х,Х»). 


її) Var(Xi T Xa); Var(2(X1 T X2)); Var(2X, + 4X2); Var(2Xı + 
4Х + 6). 


et 


сле © 
мін ња 


Га loi де probabilité де la variable aléatoire X est donnée раг le tableau 


12 ,.. т? 
x( ï 1 ï) 
n n 7 m 


Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X. 
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Variables aléatoires 70. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par 


le tableau 
1 23 .. n 
À ( 1 1 i 
OR OR 
Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X. 


71. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


12... 
x( ï 1 з). 
n n *'' n 


i) Calculer la valeur moyenne de la variable aléatoire X. 
ii) Calculer les moments d'ordre 2 et 3 de la variable aléatoire X. 


72. On lance un dé et on considère la variable aléatoire X prenant la valeur 0 si le 
résultat est inférieur ou égal à 4 et la valeur 1 si le résultat est supérieur à 4. 


i) Trouver la fonction de répartition de la variable aléatoire X. Donner le 
graphique de cette fonction. 


ii) Calculer E(X) et Var(X). 


73. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de masse est donnée par 


_ [1/5 si z=1, 2, 3, 4, 5 
f(z) = { 0 ailleurs 


Calculer E(X); E(X? + 4; E(X? — 2X +6). 
74. On considère une variable aléatoire X prenant toutes les valeurs entières 


allant de 1 à п avec la probabilité Р(Х = i) = k(n) (51) pour i = 
1, 2, ..., n. 


i) Quelle est la valeur de k(n)? 
ii) Calculer E(X). 


75. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes ayant des variances. 


i) Exprimer la variance du produit X Y en fonction des valeurs moyennes et des 
variances de X et Y. 
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ii) Appliquer le résultat obtenu aux variables aléatoires X et Y dont les lois de 
probabilité sont données par les tableaux 


-1 1 
x (o de) 


—2 2 
Y ( 53 05). 


Calculer directement la variance du produit X Y à partir de la définition. 


et 


76. Montrer que 
л л 2 л n 
Q3) (Ex) (Б>). 
k=1 j=1 k=1 j=1 


77. Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, si la loi de 
probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par le tableau 3.14. 





Tableau 3.14. 


78. Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par 
le tableau 3.15. 


i) Trouver les lois marginales de probabilité des variables aléatoires X et Y. 
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1 
1/6 1/6 | 1⁄3 


1/6 1/2 | 2/3 


з 27 


Tableau 3.15. 





ii) Trouver la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). 
iii) Trouver la covariance des variables aléatoires X et Y. 
iv) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 


79. Trouver les lois marginales de probabilité des variables aléatoires 
X et Y, la covariance et le coefficient de correlation pour le couple aléatoire (X, 
Y), dont la loi de probabilité conjointe est donnée par le tableau 3.16. 











Tableau 3.16. 


Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 

80. Soit (X, Y) un couple aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau 
3.17. 
i) Trouver la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y), ainsi 
que les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires 
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0,29 
0,29 


al 0,58 0,42 
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0,29 
0,13 


0,58 
0,42 


Tableau 3.17. 


X et Y. 


ii) Trouver la covariance et le coefficient de corrélation des variables 


aléatoires X et Y. 


81. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire est 


0 
4/15 


7/15 
8/15 
9/15 
10/15 
11/15 
13/15 
14/15 
1 


Fis, y) = 


si 
si 
si 
si 
si 
si 


si 


=. 


s 
si 


si 


z< —-—1 ouy<O0 
-1<xT<0 et 0<у<1 


—1<r<0et 1<y<2 
-1<x<0 et ур 2 
0<xr<l et 0<y<1 
O<r<let 1<y<2 
0<2<16 y>2 
z>let 0<у<1 
ї>1 e, 1<y<2 
z>let y> 2 


Trouver la loi de probabilité conjointe du couple aléatoire (X, Y). 


82. Pour la variable aléatoire X on a E(X) = 20 et Var (X) = 16. Trouver une limite 
inférieure pour la probabilité P(10 < X < 30). 


83. Pour la variable aléatoire X on а E(X) = 80 et E(X 2) = 6 416. Trouver une limite 
inférieure pour la probabilité P(40 < X < 120). 
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84. L iné galité de Tchebychev appliquée à la variable aléatoire X oü E(X) = 3 donne 
PAX - 3\ < 2) > 0,86. 
Trouver la variance de la variable aléatoire X. 


85. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


1 3 
2 4 


mie 55] 


Trouver une borne inférieure pour la probabilité que la variable aléatoire X - E(X) 


prenne ses valeurs dans l'intervalle (-3, 3). 


86. La probabilité d'apparition de l'événement À est égale à 1/2. On réalise 
10 000 épreuves indépendantes. Est-ce que l'on peut affirmer, avec une 
probabilité plus grande que 0,99, que le nombre d'apparitions de À se situera 


entre 4 000 et 6 000 ? 


87. La probabilité d'apparition de l'événement A est égale à 0,25. On réalise 
1 000 épreuves indépendantes. Trouver une borne inférieure pour la probabilité 


que le nombre d'apparitions de À soit situé entre 150 et 350. 


88. On fait 200 extractions, avec remise, d'une urne ayant 60 boules blanches et 
40 boules noires. Trouver une borne inférieure pour la probabilité que le nombre 


d'apparitions de la boule blanche soit contenu entre 100 et 140. 


89. Dans les mémes conditions que celles du probléme précédent, trouver une borne 
inférieure pour la probabilité que le nombre d'apparitions de la boule noire soit 


contenu entre 60 et 100. 


90. Pour contróler la qualité d'un lot de piéces, on extrait au hasard, avec remise, 
100 piéces du lot. Soit p = 0, 90 la probabilité qu'une piéce choisie au hasard est 
conforme aux normes. Trouver une borne inférieure pour la probabilité que le 
nombre de piéces correctes dénombrées parmi les piéces examinées soit contenu 


entre 80 et 100. 


91. Soit X une variable aléatoire obéissant à une distribution binomiale où z est le 


nombre d'épreuves indépendantes et soit Y — x / n. 
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En posant p = 0,6, п = 1 000, trouver une borne inférieure pour la probabilité P(O, 
3 < Y < 0,9). 


En posant p = 0, б, trouver la plus petite valeur de л telle que 
PAY - 0,60 < 0,1) > 0,976. 


En posant р = 0, 5, п = 5 000, trouver le plus petit € tel que 
PAY - 0,5 < €) > 0,998 750. 


En posant z = 500, trouver „tel que P(Y — 1 < 0,4) > 0, 997. 


3.4 Indications et réponses 


L PC =®) = (2) QD O DIE, k =0,...,12, 
(voir problëme 2, Section 3.2.) 


2. 
012 3 4 
x(? 1 1 1 i) 
2 4 8 16 16 
3. On trouve 
xac -y (^72 e Se) 
D ME Da 


car 


P(X = t; X — 1 = z; — 1) = Р(Х =з, x ==j) =| #: si i£ 


4. Le graphique de la fonction de masse est donnée par la figure 3.11. 
Le graphique de la fonction de répartition est donnée par la figure 3.12. 


5. On trouve 


6. On trouve 
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KI 





ape Ap Gite 


Figure 3.11. 






die юре юш — Së 


2 3 4 
Figure 3.12. 


3.4. Indications et réponses 235 


donc 
4/9 si r0 
_ J 4/9 si xz1 
Га) = ү 19 si z=? 
0 ailleurs 


7. i) On trouve 





е) = DE „—о,12,з. 








И) 
donc 
1/35 si rss 
12/35 si z—1 
Хт) = < 18/35 siz-2 
4/35 si == 3 
0 ailleurs 
ii) 
Cu. 3 
Ка) = T7 х ‚ ® = 1,2,3,4,5. 
GL) 8-1 
donc 
15/35 si z=1 
10/35 si r=2 
_ J 6/35 sz-3 
fG)=3 335 si x =4 
1/35 si z=5 
0 ailleurs 
8. k =L. 


Le graphique est donné par la figure 3.13. 


d 


9. On trouve 


ole © 
Ot Va, 
М 
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11. 
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i) On trouve 


1/2 


He) À vis 


1/20 


ii) On trouve 


0 
0,50 
.0, 70 
0,85 
0,95 
1 


Е(х) = 


si 
si 
si 
S 
S 
si 


P^ ш. 


si z—0 

si x = 100 
si т = 200 
si = = 500 
si т = 1 000 
ailleurs 


ï < 0 

0 < z < 100 
100 < z < 200 
200 < z < 500 
500 < z < 1 000 
1 000 < z 


iii) Р(Х > 100) = 1 — Р(Х < 100) = 1 — F(100—) = 0,50. 
iv) P(X < 200) = F(200—) = 0,70. 


i) non, car la fonction n'est pas continue à droite en z = —5 et en 


x = 5. 
ii) oui. 


iii) oui. 


iv) non, car la fonction n'est pas continue à droite en z = 1. 


v) oui. 


3.4. Indications et réponses 237 


12. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 


P(X = k) = () (0, 7)*(0, 3)575; k = 0,...,5. 


13. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 


Р(Х =k) = () G): k =0,...,5. 


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 
0 1 2 3 4 5 
X ( 1 5 10 10 ) . 


l l à 1 
32 32 32 32 32 32 


La fonction de masse de la variable aléatoire X est 


1/3 si z-0 
5/32 si ==1 
10/32 si ze? 
f(z)24 10/32 si r=3 
5/32 si z-4 
1/3 siz=5 
0 ailleurs 


La fonction de répartition de la variable aléatoire X est 


0 si r«0 
1/3 80<т<1 
6/32 ві 1<х2<2 

P(z)= { 16/32 si 2<=<3 
26/32 si 3<r<4 
31/32 si 4<x<5 
1 si 5< z 


14. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 


12 


Pa =#) = ("Ç 


) (0,8)*0, 212-6; k =0,...,12. 


238 Chapitre 3. Variables aléatoires 


15. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 


P(X =k) = (2) (0, 98)*(0, 02)?-*: k = 0,...,10. 
16. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, 
P(X = k) = (2) (0,99)*(0, 01) À; k =0,...,25. 


17. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, et pour trouver les 
probabilités on utilise le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable 
aléatoire X est donnée par le tableau 


x 0 1 2 3 4 
0,88482 0,11044 0,00466 0,00008 0 / 


18. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3. On trouve les probabilités en 
utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est 
donnée par le tableau 


x 0 1 2 3 
0,06 0,34 0,44 0,16 J` 


19. La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. On trouve les probabilités 
en utilisant le schéma de Poisson. La loi de probabilité de la variable aléatoire X 
est donnée par le tableau 


x 0 1 2 3 4 
0 0,00012 0,00674 0, 14616 0,84698 J ` 


20. On applique le schéma de l'échantillon sans remise, 


0 1 2 3 4 
x| Qa ce Qo eo og 
2 4 4 4 2 
21. La variable aléatoire X prend les valeurs 0,1, ..., 6. On trouve les probabilités en 
utilisant le schéma de la sélection sans remise. 


(К) (62, 


P(X =k) EG 


, k=0,...,6. 
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22. La variable aléatoire X prend les valeurs 0,1, ... ,10. On trouve les probabilités en 
utilisant le schéma de la sélection sans remise. Dans le lot il y a 70 pièces 
correctes et 30 défectueuses. 


CD 70 
P(X = k) = "qi k — 0,...,10. 
10 


23. 


0 1 2 
x-1Í o% 0,3 05). 


„( 0 1 
х" (00, 0,6 


„(-1 0 1 
x ( 02 0,4 0,4 


24. 
si n = 2k et 


si n = 2k +1. 
25. 


1 2 4 5 
2 2 
x?+X3( vs 0,15 0,35 os ): 


1 2 3 
X1+Xa( 0,35 0, 50 el 
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„(1 4 9 
(Xi + Х») ( os 0,50 0,15 J’ 


ant 0 1 4 
xii ( q g 0,15 0,15 /` 


26. 
x ( 6 7 8 9 10 11 12 


0,008 0,036 0,054 0,087 0,180 0,135 0,15 
13 15 
0,225 0,125 / ` 


27. i) 


12 15 16 18 20 24 25 30 2) 
l 2 2 2 1 2 1}: 
© 61 61 œ 5 og e 61 e 


28. 


8 9 10 11 12 18 14 15 16 17 18 19 
45 5 e 69 73 75 75 73 69 63 55 45 
103 107 107 103 103 103 103 103 107 103 103 105 


36 28 15 10 6 3 1 
10$ 103 103 103 105 103 103 105 
P(X, + X; + Xs = k) = X; P(X = j)P(X2 + Xs = k — j) 
252 P(X = j)P(X2 = i) P(Xa =k- j — 1) = w 3 P (Xs = 
k — j -i), les indices j et š ne prennent pas indépendamment les valeurs 
de 1 à 9, mais seulement les valeurs telles que 0 < k — j — i < 9. 


20 21 22 28 24 25 26 т) 
21 
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29. Si n > 8, alors P (Z = 4) = Р(Х = 8) = #7", (voir problème 31 iii) 


n" 


Section 2.3). Si n « 8, la probabilité cherchée est zéro. 


30. Р(Х, = Хз) = Lin Р(Х = k)P(X; = k) = 


1 
$ 


Zl 


31. Р(Х, = Хз) = 1. 
32. Р(Х, = Хз) = 1. 


зз. Р(Х, = Kal = У, Р(Х = k)P(X, = k) = = 1. 


n 


34. L'équation р(х) = 0 doit avoir une racine triple. Soit œ cette racine, alors en 
utilisant les relations entre les racines et les coefficients d'une équation, on doit 
calculer 


p = Р(Х; = —3o)P(X» = 3o?) P(X; = —o?). 
On a p Á 0 seulement si а = —1;p = d et le cube parfait est (z + 1)*. 
35. Р(Х, = 1, X> = Хз) = P(X1 = Р(Х = Хз) = g- 


36. On élimine y du systéme 


т? + y? 
т+у = 


Il 
> 00 


et l'équation obtenue 2x? — 2Ах + А? — 8 = 0 doit avoir une racine 
double, donc À = 16 — à? = 0 et Р(Х? = 16) = 1. 
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yr (e =£) = S ` P(X, = kX.) 


k=1 k=1 
= 5 D P(X2 = kj) 
kj 
3 
= (ru Р(Х = j) +) P(X2 = j) 
j=l j=1 
+ Y P(X, = j) + 3P(Xs = d 
j=l 
14 
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38. On utilise les relations entre les racines et les coefficients, 


1 1 
X125, X; = X = =6)=—=—. 
Р(Х, 2 = 6) = Р(Х, = 5)Р(Х» = 6) & ^36 
39. i) 
Хә. Za Ke _ Хз _ 
P ( X, = x =a) =P (x $ X74 = 0, 
car les variables aléatoires X,, X2 peuvent prendre seulement des valeurs 
positives. 


ii) 


Хз Хз ` 
P(-2=-4 es) 


Р(Х» = 4X1) P(Xa = 3X1) 


Р(Х, = 1)P(X2 = 4)P(Xs = 8) 
1 


63 


ii) P(-& = -8, # -7) =0. 


SComparer la solution de ce probléme en utilisant les variables aléatoires et sa solution donnée 
dans le probléme 11, section 2.3. 
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40. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


Le système a une solution unique si obs — biaz Æ 0, donc on cherche 
P(X1Xa Á XoXa) = 1— P(X1X4 = XoX3) 21— 86 = 120, 


La matrice M est singulière quand detM = 0, donc aias — asas = 0, 
et donc on cherche PUE X4 — X2X3 = 0) = &. La matrice M est non 
singulière quand detM 5 0, donc on cherche P(X1X4 — ХХ; £ 0) = 


1 210 
1 296 ° 


"3 
T 
Ë 
Š 


(= 
N 
wD 
œ 


P(X;+X2+X3 = 0) = 0. Toutes les droites obtenues de cette façon ne passent par 
aucun point du premier cadran des axes de coordonnées. 


On cherche les valeurs de m tel que Р(Х + Хз = mXj) > 0 ; alors m doit être un 
nombre entier tel que 2 < m < 12. 


P(Xi+ Xs = Xs) = 21 ‚ой 


d 


33 
м4 


spe a 
Slt 


et i = 1,2,3. 


P(X + Х = 4, Х.Х = 3) 
= P(X = Р(Х, = 3) + Р(Х = 3)P(X2 


1) = 


Il 
ka 
lI 
&l- 


P( 


Së 


=1) = PQG = X) 
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48. 


49, 


Р(Х? — XX s < 0) = 


P(X2-4X1X3 «0) = 


— #2 


9=1-р= 6. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 


A PO = k)P(X,Xs > k) 
k 


(P(X1X3 > 1) + (Р(Х Хз > 4) 


1 
6 
+ (Р(Х, Хз > 9) + (Р(Х, Хз > 16) 

+ (Р(Х Хз > 25) + (Р(Х, Хз > 36)) 
1 
63 
95 
er 


(35 + 28 + 19 + 10 + 3 + 0) 


3 POG = К)Р(4Х,Хз > H 
k 


s (PX Xs > 1) + (P(4X1X3 > 4) 

+ (P(4X1X3 > 9) + (P(4X1X3 > 16) 
+ (P(4X,X3 > 25) + (P(4X1X3 > 36)) 
з 36+ 35 + 33 + 28 + 23 + 19) 

174 

ER 


50. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau 


х(% 
z 


et E(X) = 3. 


1555453) 
6 15 20 15 6 1 
28 2 2 28 XŒ 


51. E(X) =5 x 0,7 = 3,5 et Var(X) = 5 x 0,7 x 0,3 = 1,05, et o(X) = 


VT, 05 = 1,025. 


3.4. Indications et réponses 245 


82. 
83. 


54. 


56. 


57. 


58. 


59. 


E(X) =5 x  =2,5 et Var(X) 25x (1)? =$. 


La variable aléatoire a une distribution binomiale de paramétres n = 5 
et p= 0,9. E(X) = 4,5 et Var (X) = 0,45. 
Les variables aléatoires Ху, X> ont une distribution binomiale. 


i) E(X1) = 100 x 0,8 = 80 , Var(X1) = 100 x 0,8 x 0,2 = 16 et 
o(X1) = 4. 


ii) E(X2) = 100 x 0,2 = 20 , Var(X2) = 16 et o(X2) = 4. 


. La variable aléatoire X a une distribution binomiale. 


i) E(X) = ё 


= 246: 


ii) Var (X) = Бу. 


E(X) = 0,05 + 0,02+ 0,04 = 0,11 et Var(X) = 0,05 x 0,95+ 0,02 x 
0,98 + 0,04 x 0,96 = 0,105 500 (voir problëme 50, Section 3.2.) 


E(X) = 0,12 et Var(X) = 0,01 x 0,99 +0,02 x 0,98 + 0,04 x 0,96 + 
0,05 x 0,95 = 0,115 400. 


À l'élément k, on associe la variable aléatoire X, qui prend les valeurs 
1 ou 0, selon que l'élément est défectueux ou non, donc sa loi de proba- 
bilité est donnée par le tableau 


x 1 0 
*1 0,2--0,1(k— 1) 0,8—0,1(k — 1) 


où k — 1,...,5. La variable aléatoire qui donne le nombre de défectuo- 
sités est X = X: + Xs, donc E(X) = E(X1) +-+- + E(Xs) et 
parce que les variables aléatoires Xj, k = 1,...,5 sont indépendantes, 
Var(X) = Var(X1) + `: + Var(Xs). Mais E(X%4) = 0,2 +0, 1(k — 1) 
et Var( X4) = (0,2--0, 1(& — 1)) - (0,8—0, 1(k — 1)), pour k = 1,...,8. 
On obtient E(X) = 2, Var(X) = 1,10. 


On peut obtenir directement le résultat en utilisant le probléme 50, 
Section 3.2. 


E(X) = 6 x 2 = 22 = 8 et Var(X) = 6 x 2 х 16 x 20-6 = 80, (voir 


problëme 51, Section 3.2). 
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60. 


61. 
62. 
63. 


64. 
65. 


66. 


67. 
68. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 
E(X) = 3 et Var(X) = 10 x 0,3 x 0,7 x 2 = 1,909, (voir problème 
51, Section 3.2). 
E(X) = 1 et Var(X) = 1, (voir problème 52, Section 3.2). 
E(X) = 1 et Var(X) = 1, (voir problème 52, Section 3.2). 
Ta 1) = E(X2) = 5, (voir problème 53, Section 3.2 ; p = q = $, n = 


T1 = 1, %2 = 2. 


On obtient le systëme 


т +р = 1 
1 
ар; = 2 
2 = - 
dp = 5 
d'oü a = 1 et p = р = }. 
On trouve a et b du systëme 
a 
- = 0 
3 +b 
2 
a 
+ =! 


Donc les solutions possibles sont: а = 2, b =-1 et a = —2, b = 
E(X?) =—1. 

i) E(X, + X2) = E(X1) + E(X: 
E(2X, + Хз) =2E(X1) + EX: 
E(X1X3) = E(X1)E(X2) = Ñ 
E(X,X; +1) = EOE) AER 
E(2X1X2) = 2E(X, Kal 2 = H, 

ii) Var(X1 + Хә) = Var(X) + Var(Xa) = 188 +19 = 23, 
Var(2(X1 + X2)) = 4Var (Xi + Хә) = 

Var(2X1 + 4X2) = 4Var(X1) + 16Var(X2) = 8, 
Var(2X1 + 4X2 + 6) = Var (2X, + 4X2) = $8. 


13 


+ 10° 


лр 


- 


2) = 
2) = 
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69. E AE = eangen (п+1)(2п+1) nel 


n 
70. E(X) =1Y k8 = 1. EISE ллы. 


n 
71. i) E(X) IS ` k = SÉ 
k= 


ii) (Хх) = E(X?) = E, (voir problëme 69). 
us(X) = E(X3) = n (®#1)°, (voir problëme 70). 
72. i) 


0 si z < 0 
P(zy= < 2/3 si 0€z«1 
1 si т>] 


et son graphique est donnée par la figure 3.14. 


@ e 





1 


Figure 3.14. 


ii) E(X) = 1,Var(X) = 2. 
73. E(X) = 3, E(X? + 4) = 15, E(X3 — 2X + 6) = 45. 
74. i) п) = zh 

ii) EU = аз). 
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75. 


76. 


77. 


78. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 


i) 
Var(XY) = Var(X)Var(Y) 
+ (E(X)*Var(Y) + (E(Y))Var(X). 
ii) Var(XY) = 4. 


On applique l'inégalité de Schwarz aux variables aléatoires des problè- 
mes 69 et 70. 


On trouve 


P(X =1,Y =2) => =Ë x = Р(Х = DP(Y = 2), 


1 1 1 
Р(Х =3,Y =2)= 757 =7 x ç = Р(Х = 3)P(Y = 2), 
15 3.5 
PU =3,Y = 4) = Š. = Ï x Š = P(X =3)P(Y = 4) 
07 7 924 476. Е 0 


donc les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


ii) La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y) est 


i) On trouve 


> 
— 

(p pa 
cito МӘ 


et 


< 
PTS 
we © 
colo Fa 


0 si z <1 ouy <0 

1/6 si 1<r<2 et 0<y<1 
F(x,y)= 4 2/6 si 1<r<2 et 1<y 

3/6 si 2< теё 0<y<1 

1 si z>2 et y2l 


3.4. 


79. 
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iii) D'abord la loi de probabilité de la variable aléatoire XY est 


0 1 2 
xy(2 12). 
6 6 6 


et par suite Cov(X, Y) = Е(ХҮ)— E(X)E(Y)= š — (Š x 3) = is 


iv) Parce que Cov(X,Y) Z 0, les variables aléatoires X et Y sont 
correllées et donc dépendantes. On peut voir aussi que 


P(XY=2) = P(X=2,Y =1) 





2 

Z Р(Х =2)P(Y =1) 
2 
3 


On trouve 11 
x ( 4 & ) , 
9 9 
—1 0 1 
y ( тоа т ) 
18 18 18 
et | 
-1 0 1 
xv( T 4 7 ) 
18 18 18 
par suite 
E(X)- 3 E(Y) 20, E(XY) = 
et 


Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 


Les variables aléatoires X et Y sont non-correllées. On a Corr(X,Y) — 
0. Mais les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes, car 


= P(X = —1, Y = —1) 


Р(Х = —1)P(Y = —1) 
85 7 
18 18 


1 
6 


+ 
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80. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 


i) On trouve 


0 si z<0 ouy<0 

0,29 si 0<r<1 et 0<y<1 
Е(2,у) = 4 0,58 si 1<z et 1<y 

0,87 si 1<z et 0<y<1 

1 si z>l et y> 1 


et les fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et 
Y, sont respectivement 


0 si x < 0 
Fx(x) = 4 0,58 si 0 <<z<1 
1 si z > 1 
et 
0 si y < 0 
Fy(y)= 4 088 si 0<у<1 
1 si y> 1 


ii) On trouve E(X) = E(Y) = 0,42; E(X?) = E(Y?) = 0,42 et 
E(XY) = 0,13. Donc Cov(X,Y) = —0,046 400. Après, Var(X) = 
0,42 — 0,169 = 0,251 = Var(Y) et parce que o(X) = о(Ү) = 0,501, 
on obtient Corr(X,Y) = турлш = —0, 184 900. 


81. Les limites gauches des intervalles fermés à gauche, de variations de x sont -1, 0 


et 1, et les limites gauches des intervalles fermés à gauche, de variations de y 
sont 0, 1 et 2. Donc le couple aléatoire (X, Y) prendra comme valeurs les couples 
C1, 0), (-1, 1), C1, 2), après les couples (0, 0), (O, 1), (0, 2), et enfin les couples 
(1,0), (1,1), (1, 2). Le saut de la fonction F(x, y) dans le point (-1, 0) est 4/15 - 0 
= 4/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la 
valeur (-1, 0). Le saut de la fonction F{x, y) dans le point (-1, 1) est 7/15 - 4/15 = 
3/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la 
valeur (-1, 1). Le saut de la fonction F(x, y) dans le point (-1, 2) est 8/15 - 7/15 = 
1/15, qui est la probabilité avec laquelle le couple aléatoire (X, Y) prendra la 
valeur (-1, 2), et ainsi de suite. La loi de probabilité conjointe du couple aléatoire 
(X, Y) est donnée par le tableau 3.18. 
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Kas 


4/15 3/15 1/15 | 8/15 
1/15 1/15 1/15 
2/15 1/15 1/15 | 4/15 


7/15 5/15 3/15 ЕЕ 


Tableau 3.18. 












82. On applique l'inégalité de Tchebychev, 


P(10 < X < 30) = P(|X — 20] < 10) > 1-09. =0,84 


83. On applique l'inégalité de Tchebychev, 
Var(X) = E(X?) — (E(X)} = 16, 


et 
16 


1 600 = 0, 99. 


P(40 < X < 120) = P(|X — 80] < 40) > 1 — 


84. De 0,14 = 720) découle Var (X) = 4 x 0,14 = 0,56. 
85. On applique l’inégalité de Tchebychev, avec e = 3, Var (X) = H donc 


11 133 


86. Oui. La variable aléatoire X a une distribution binomiale, donc 


2 500 


— > q _ óé* 
Р(Х ~ 5 000] < 1 000) > 1— ane 


= 0,997 500. 
87. La variable aléatoire X a une distribution binomiale et 
3 000 


_ > 7 _ _ A” 
Р(Х — 250| < 100) > 1— тете 


= 0,981 250. 
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88. 


89. 


91. 


Chapitre 3. Variables aléatoires 
On a pli ue l’inégalité de Tchebychev, 
ррпд Б 


48 
— > 1-—= А 
P(IX = 120| < 20) > 1 = гу = 0,88 


0,88. 


. 0,91. 


Voir problème 69, Section 3.2. 
i) 27 =: 0,997 333. 

ii) n = 1 000. 

iii) e = 0,2. 

іу) р = 0,4 et 1— p = 0,6. 


Partie II 


Modèles infinis 
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Chapitre 4 
Espace de probabilité 


4.1 Notions de base — Définitions et propriétés 
4.1.1 c-algébres et espaces probabilisables 


Dans ce chapitre, nous considérons des cas oü les expériences aléatoires ont une infinité 
de résultats possibles. 


L'ensemble de tous les résultats possibles s'appelle l'espace échantillonnal) et on le 
représentera par H. 


Définition 1. On appelle o-algèbre sur О un ensemble non vide Z C P(Q) 
tel que 


Luet 
2. A € F implique A* € F; 


3. Si (A; ; i € N} est une suite d'éléments de F, alors 


oo 
UA єл. 


i=1 


Tout élément de F est appelé un événement, 


Remarque 2. Une c-algëbre possède les propriétés suivantes qui découlent de la 
définition 1. 


1.g E.F; 
255 
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2. Si (A; ; i € N} est une suite d'événements de F, alors 


Па EF; 


i=l 
3. Si А, BE Z alors A \ BEF. 


Les événements correspondent toujours à des sous-ensembles de Q, En 
particulier, on а 0, l'ensemble vide associé à l'événement impossible et 2 
associé à l'événement certain. 

Définition 3. Un ensemble S est dénombrable s'il existe une surjection 
g : N — S, c'est-à-dire une fonction g telle que pour tout s € 5, on peut 
trouver n € Ñ satisfaisant g(n) = s. 

Exemple 4. 


1. Tout ensemble fini est, dénombrable. 
2. Les ensembles N, Z, Q sont dénombrables. 


3. Toute réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrable, 
(théorème de Cantor!). 


4, L'ensemble (0, 1}" n’est pas dénombrable, (voir problème 13). 
5. Les ensembles [0, 1] et R ne sont pas dénombrables. 


Remarque 5. Pour tout A С Q, la collection (0, A, A^, Q} forme toujours 
une o-algèbre sur f). La situation extrême correspondant à la collection 
(0, Q} est une o-algébre sur Q appelée la o-algèbre triviale. Pour tout Q, 
l'ensemble P(Q) de toutes les parties de Q forme une o-algèbre sur Q. La 
o-algèbre P(Q) est appelée la o-algèbre discrète. Dans un sens, c'est la plus 
grande o-algèbre sur О. 

Si Q est un ensemble dénombrable, on choisit habituellement la o-algèbre 
discrète P (Q), comme o-algèbre sur Q. 

Si est un ensemble non dénombrable, alors on choisit habituellement 
des o-algèbres sur $? qui sont strictement contenues dans P(Q). 
Définition 6. Soit C une collection non vide de sous-ensembles de Q. La 
o-algèbre engendrée par C est la plus petite o-algèbre contenant C. Elle est 
dénotée par o(C). 


Georg Cantor (1845-1918), mathématicien allemand, 
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La calgébre o(C) est unique et est l'intersection de toutes les o-algébres 
contenant C, (voir problème 10). 


Définition 7. La o-algèbre sur R engendrée par 


C = ((—co,z] ; z € R} 


est appelée o-algèbre de Borel ? sur R Elle est dénotée par Bg, ou plus 
simplement par B. Tout élément de B s'appelle ensemble de Borel. 
La o-algèbre de Borel sur fa, ô] С R est la o-algèbre engendrée par les 
intervalles de la forme (c, d], où c, d € [а, b]. Elle est dénotée par Ba, 4. 
De même la o-algèbre sur R” engendrée par 


C" = ((-00, 51] xX -++ x(709,2]; z; ER, 15ј<п) 
est appelée c-algèbre de Borel sur R". Elle est dénotée par В". 


Remarque 8. Notons que toute a-algëbre est une algëbre (voir Chap. 1, Section 1.1.5, 
définition 1). La réciproque n'est pas vraie en général. 


Essentiellement, une algèbre se distingue d'une o-algébre par le fait que la première 
est fermée pour les réunions finies, alors que la seconde est fermée pour des réunions 
dénombrables. 


Définition 9. Pour © un espace échantillonnal et F une o-algébre sur ©, le couple (9, 
F) s'appelle espace probabilisable. 


Remarque 10. Si l'ensemble Q est dénombrable, alors le couple (©, P(Q)) est l'espace 
probabilisable généralement utilisé. 


4.1.2 Probabilités et espaces probabilisés 


Soit (NQ, F) un espace probabilisable. 
Définition 1. L'application Р: F — R est une mesure de probabilité, ou 
une probabilité sur (£2, F) si 


1. P est non négative, c'est-à-dire P(A) > 0 pour tout A € Z; 
2. P est normée, c'est-à-dire P(Q) = 1; 


3. P est o-additive, c'est-à-dire pour (A; ; i € N}, une suite d'événements 
disjoints deux à deux, donc А; П А; = Ü pour tout i, j € N et ê Á j, 


?Émile Borel (1871-1956), mathématicien français. 
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ona 


P (Ü AJ =Y P(A). 
i=1 i=1 
Définition 2. Le triplet (2, F, P) s'appelle espace probabilisé. 
Remarque 3. Soit Q = (uw, ; š € I) un ensemble dénombrable, où T 
est nécessairement un ensemble fini ou dénombrable et soit F = P(N) la 
o-algèbre discrète. Alors P est une probabilité sur (Q, F) si et seulement si 
pi = Р({аң}) > 0 pour tout i € I et ep: = 1. Dans ce cas, pour tout 


Aer, опа 
P(A)= Y P((o)) = Y, р. 
u; E A (1 5 wi € AJ] 
Dans le cas particulier d'un ensemble fini, © = fw; … , wJ, où pi = > = p, 
= Lin retrouve la définition classique de la probabilité (voir Chapitre 2, Section 2.1.1, 
définition 1). On obtient alors, pour tout A € F, 


_ card( A) 


P(A) = card(Q)' 





et P est appelé mesure de probabilité uniforme. 


Remarque 4. Désormais chaque fois qu'on établira une relation entre plusieurs 
événements, on supposera que les événements en question appartiennent tous à la 
méme o-alpèbre. 


Remarque 5. Une mesure de probabilité sur (©, F) possède les propriétés suivantes ` 


1. P(0) = 0; 


2. Si Ai, Ao, ..., An est une suite d'événements de F, disjoints deux à 
deux, alors 


P (Ü AJ = P(A); 


izl 
3. Pour tout A € F, Р(А) = 1— P(A); 
4. Si A,B € F et A C B alors P(A) < P(B); 
5. Si A € F alors 0 < P(A) < 1; 
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6. Si А, B € F alors P(AU B) = P(A) + P(B) — Р(Ап B); 


7. Si (Ai ; z € М} est une suite d'événements de Z, alors 


P (Üa J < > Pt) 


i=l 
À cause de la propriété 7, on dit que la mesure de probabilité P est 


sous-additive. 


Remarque 6. Soit (4; ; i € N} une suite monotone croissante, qu'on dénote 
par À, T, ou monotone décroissante, qu'on dénote par An |, d'événements 
de Z. Alors, on a 


lim P(A,) = P (Ü 4) , SLA, T 
lim P(A Asia) si Asl. 


n=1 
On obtient comme cas particuliers les résultats suivants: 
Soit (A; ; ? € N} une suite d'événements de F. Si on pose 


A = limsupA, = А (U 4 ) 


n=} \m>n 


et 


A = liminf A, = Ü (n An) 


п=1 \m>n 


alors AC A et on a 


ра = m P (U An) et ria) = is P (Da. 


Si A = À, on écrit simplement lim, „о An = À, et alors on a 
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P(A) = lim P(An). 


Remarque 7. On écrit habituellement (A4 i.s.) (infiniment souvent) au 
lieu de À, car w € А si et seulement si w appartient à une infinité de А, (voir 
probléme 2). 

Remarque 8. On peut montrer que les formules de calcul des probabilités du 
Chapitre 2, Section 2.1.6, restent valides pour une suite infinie d'événements. 
Par exemple, la formule de la probabilité totale devient 


P(A) = >` P(A | En) P(En) 


n>l 


pour tout événement А € F si la suite (E, ; n € N} forme une partition de 
Q, c'est-à-dire si les événements E, sont disjoints deux à deux, P(E;) > 0 et 


Q = (ЈЕ, 


n»l 


4.1.3 Mesures 


Dans ce qui suit, F est une o-algèbre sur Q et R, est l'ensemble des nombres 
réels non négatifs auxquels on ajoute le point оо. 
Définition 1. On dit que р: F — R, est une mesure sur (О, F) si 


1. (A) € [0, oo], pour tout À € F; 
2. „(0) = 0; 


3. Si (A4 ; n € N} est une suite d'événements disjoints deux à deux, alors 
oo oo 
(О) Zant 
n=l n-l 


Définition 2. Le triplet (Q, F, jj) s'appelle espace mesuré. 
Exemple 3. Mesure de dénombrement — Pour Q = N et F la c-algëbre 
discrète, on définit o par 

#((n)) = 1, 


pour tout n € N. 
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Exemple 4. Mesure de Lebesgue ° - Pour N = R et F = B, on définit 
A B — R, par 
A((a, b]) =b —a, 


pour tout a, b c R. 
Notons que si À € B et 0 < A(A) < oo, alors 
МВ) 
P(B)=——, ВСА 
(В) (A). 

défini une probabilité sur (А, Ва), où B4 = (BNA ; B є B). Cette 
probabilité est appelée probabilité uniforme sur (A, Ba). 

Pour Q = R” et F = B", on définit À par 


> 


л 


A((au, bi] x -++ x (an, Al = Ï [(b; — as), 


ј=1 
рош tout aj, b; € R, 1<ј € n. 


Remarque 5. Continuité des mesures - Pour (An ; n € N) une suite 
d'événements convergente vers À, on a 


1. si An T À, alors іт, о (An) = (А); 
2. si À, 4 À et u(A1) < oo, alors lim, 44, DL An) = p( A). 


Une conséquence de cette propriété de continuité est que A(Q) = 0, où À est 
la mesure de Lebesgue. 


4.2 Problèmes et solutions 


1. Soit О un ensemble non dénombrable. Décrire la plus petite o-algèbre 
engendrée par la famille C C P(Q) de toutes les parties dénombrable 
de О. 


Solution. Posons 


F = (AC 0; A est dénombrable ou А est dénombrable}. 


3Henri Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais. 
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Puisque Q n'est pas dénombrable, on voit facilement que F c o(C). 
Montrons que F est une o-algèbre, ce qui prouvera que F = o(C). 
D'abord, Q € F, car Ô = 0° est dénombrable. Si A є F, alors A 
est dénombrable ou А est dénombrable. Donc A^ est dénombrable ou 
(A*)* = A est dénombrable, ce qui prouve que A^ € Z. Finalement si 
(Ai ; à € N} est une suite d'éléments de F, alors il faut montrer que 
A = UX, A; € Z. Or si tous les A; sont dénombrables, A l'est aussi, 
étant une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables (théorème 
de Cantor). 


. Si (A, ; n € N} est une suite de sous ensembles de Q, montrer que 


lim sup А, = {w ; w appartient à une infinité de A, ]. 
Ti00 


Solution. Puisque 
limsup A, = [1 (U ^.) 
п-эоо п>1 \т>л 


on a w € Bmeup, — An si et seulement si pour tout n, il existe m(n) > 
n tel que w € Ања), ce qui est équivalent à dire que w appartient à une 
infinité de An. 


. Si {An ; n € N} est une suite de sous ensembles de О, montrer que 


Den (of A, = {w ; w appartient à tous les A, 


n—oo 
sauf peut-être à un nombre fini). 


Solution. Puisque 
95% п>1 \т>п 


on a w € lim inf, ; An si et seulement si on peut trouver un n tel que 
ш € Ám, pour tout m > n, ce qui revient à dire que w appartient à 
tous les Ap, sauf peut-être à un nombre fini. 
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4. Si (A, ; n € N) est une suite monotone strictement croissante de 
sous-ensembles de Q, donc telle que A, C Аз C ..., montrer que 
Jig An = Ü An. 


n> l 


Solution. On a TL Am = An et Um>n Am = La An. Donc 


m>n 
inira =U [Q 4») = 
п>1 \m>n S 
et 
limsup A, = f) [U ^.) =N éi = U An. 


n>l \m>n n21 \n>1 n>1l 


Par conséquent 


lim inf A, = lim a SUP An = ЈА, 


п>1 


се qui prouve le résultat. 


5. Si (A, ; n € №} est une suite monotone strictement décroissante de 
sous-ensembles de ©, donc telle que А D As D ..., montrer que 


g, 4, = [14 


n>1 


Solution. On a Um>n Am = An et (Y>, Am = Than Ал. Donc 


lim inf A, = | Ј (n ^.) =U (n ^) = ПА, 
n>1 \т>п п>1 \n>l n>l 
et 


lim sup An = N (у ^.) = ҚА. 


n>1 \mon n2l 
Par conséquent 
lim inf An = lim sup A, = T ) An, 
n—oo n—oo >1 
n 


ce qui prouve le résultat. 
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6. Si A, = (a, b — 1], alors montrer que 


lim A, = (a, b). 
n00 


Solution. Puisque {An ; n € N} est une suite monotone strictement 
croissante , on a (voir problème 4), limno An = [у As = (a, 8). 
En effet, z ell, An, Si et seulement si a < z < b—i pour un certain 
n, c’est-à-dire si et seulement si z € (a, b). 


. Si A, = (a — 1, а + 1], alors montrer que 


ira, An = {a}: 


Solution. Puisque (A, ; n € N) est une suite monotone strictement 
décroissante , on a (voir probléme 5), limp.+0 An = Tan An = {а}. 


. Si F est une o-algèbre et B € F, montrer que 


Fes =(ANB; AEF} 
est une o-algèbre sur В. 


Solution. Vérifions que Fp satisfait la définition d'une o-algèbre. 
Premièrement В € Fp car B = Qn B et Q € Z. Il faut maintenant 
montrer que si À € Fp, alors le complément de A dans B, c'est-à-dire 
B N AÁ € Fp. Or, si A € Fp il existe C € F tel que A = C n B, 
alors B N A= Bn А = Bn(C*U B°) = C'N B € Fp, car C^ € F. 
Finalement il faut montrer que si { А„; n € М} est une suite de sous- 
ensembles de Fp, alors UX, An € Fp. D’après la définition de Fp, on 
voit que pour tout n > 1, il existe C, € F tel que A, = Съ N В, donc 
UR An = 1 (Ca N B) = (Ur Ca) N B € Fp, саг) Cs € F. 


n-l 


. Pour (Z; ; i € I}, une collection de o-algèbres montrer que F = 


(ker Fi est aussi une o-algèbre. 

Solution. On voit que Q € F car Q € Z; pour tout à € I. Ensuite si 
A € F, alors A € Z; pour tout i € I, donc Ас € A; pour tout i € I, ce 
qui implique que A^ € F. Finalement, si (A, ; n € N} est une suite de 
sous-ensembles de F;, alors UJ, An € Fi, pour tout š € T, montrant 
que Uf. As € Z. 
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10. Si C est une collection non vide de sous-ensembles de ©, montrer qu'il existe une 
c-algébre unique o(C) ayant la propriété d'être la plus petite c-algébre contenant 
C. On dit que o(C) est la c-algébre engendrée par la collection C. 


Solution. Notons par о(С) l'intersection de toutes les o-algèbres contenant C. 
Alors o(C) Z ø puisque la c-algébre de tous les sous-ensembles de © contient C. 
D'après le probléme 9, o(C) est une c-algèbre qui contient C, et d'après sa 
définition elle est aussi la plus petite c-algébre contenant C. Elle est donc unique. 


11. Soit 
€ = (0,5; a < b, a,b € R}, 
C; = ((a, b) ; a < b, a,b € R}, 
Сз = (la,b]; a € b, a,b € R}, 
C, = {[a,b) ; a < b, a,b € R}, 
Cs = ((—oco,b] ; b € R}, 
Ce = ((—co,b) ; b € R}, 
C; = ((a,oo) ; a € R}, 
Cs = ([a,co) ; a E R}. 
Montrer que B = o(C;), ï = 1,...,8 où B est l'algèbre de Borel. 


Solution. Notons d'abord que si C; C o(C;), alors o(C;) С o(C;), et 
de méme si C; C o (Gi), alors o(C;) С o(C;), donc o(C;) = o(C;). Pour 
prouver que B = o(C;), i = 1,...,8, il suffit de montrer que C; C e(C1) 
et Cı C o(C;), pour ï = 2,...,8. En effet, on aura alors o(C1) = o(C;), 
pour ¿= 2,...,8 et comme o(C5) = B, (voir définition 7 dans 4.1.1), 
on obtiendra le résultat désiré. 


Co C o(C1) car (a,b) = lima s, (a,b — 1] et C, C о(С) car (a, ô] = 
limo (a, b + 1). 

Cs C о(С,) car [a, ô] = іт, (a — 1, b] et C, C o(Cs) car (а, ô] = 
Dm, e [a + 1, 0]. 

Ca C ot) car [a, b) = lim, e (a — 1,0 — 1] et C1 C o(C4) car (a, b) = 
Dm, oo [a + L, b + 1). 
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Cs C o(C1) car (—oco,b] = limao (b — n, ô] et C1 C o(Cs) car (a, bj = 
(—00, b] X (оо, а]. 

Ce C о(С,) car (—co,b) = lims (d= n, b - 1] et С o(Cs) саг 
(a, H =limn_+00 ((—00,b+1) X (~,a + 1)). 


C: C о(С,) car (a, 00) = Ийт (a, a + n) et € C o(Cr) саг (a, b] = 
(а, оо) X (0, co). 


c C o(Ci) car [a,co) = limno (a — 1,a-- n] et € C o(Cs) car 
(a, 5] = ію, зоо (|a + À a): \ b+ À, оо). 

Montrer que Q € B. 

Solution. D’après les problèmes 11 et 7, (z) € B pour tout z € R. 
L'ensemble Q étant dénombrable, on а Q = Ueo (a) € B. 

Montrer que Q = {0,1}", l'ensemble de toutes les suites dont les 
éléments appartient à l'ensemble (0, 1} n'est pas dénombrable. 


Solution. Supposons que О est dénombrable, donc Q = {w, ; n € N}, 
où un = (oa (m) ; m € №} et montrons qu'il existe une suite w = 
{w(n) ; n € N} € Q, tel que w(n) Z ox (п), pour tout n > 1, donc la 
suite w est différente de toutes les suites de (uw, (m) ; m € N}. Il suffit 
de définir la suite w de la façon suivante 


w(n) =1- (п); n € N. 
Notons d'abord que w € 9, саг ш(п) = 0, ou w(n) = 1, pour tout 
n > 1. De plus, pour tout n > 1, w # wn, car w(n) Á ш. (п), pour tout 
n > 1. 


Ensemble de Cantor — L'ensemble de Cantor C est défini de la façon 
suivante: 


Co = [0, 1], 
6 = [0.3] u [2.1], 
a- MEIER 
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etc. ... 


En fait, on commence avec l'intervalle [0, 1], on le partage en trois parties égales, 
et on enlève la partie située au milieu ; on retrouve alors deux intervalles fermés. 
On répète le méme procédé sur les intervales restants, et ainsi de suite. 
Finalement 


C = lira Ca = (Gr 


i) Montrer que C, = UZ, (zk, Tk + +}, où 


n 2a; 
messe) a € {0,1} . 
Fe 


ii) Montrer que l’ensemble de Cantor est donné par 


99 20, 
es ды ; am e (0,1), 


n= 
En déduire que C est un ensemble non dénombrable. 


Solution. i) La preuve se fera par récurrence sur л, Pour n = 1 et n = 2, le 
résultat est évident. Supposons que le résultat est vrai pour z et soit un intervalle 
de la forme [xi x, + 1/3" | où 


n 


2a; 
Tk = Dr a; € {0,1}. 
J= 


Après avoir enlevé la partie située au milieu de cet intervalle, on trouve 


1 2 1 
D n gu] U [+ quet? 2% +=] 
Or les bornes inférieures de ces intervalles sont bien de la forme 
nl 


2a; 
d ER а; € {0,1}. 
j=l 
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Notons que chaque ensemble C, est la réunion de 2% intervalles disjoints 
et fermés, chaque intervalle étant de longueur 37". 


ii) On a d’après i) que z € C si et seulement si pour tout п, il existe 
une suite (a4; КЄ №; a, € {0,1}} telle que si y, = Уку Z£, alors 


1 
TE Ë Yn + a pour tout n> 1. 


Par conséquent, 


со 
20 


z = lim y = —. 
„Ца n 1 3k 


k 


Finalement, on a l'ensemble C en bijection avec (0, 1)" qui n'est pas 
dénombrable (voir probléme 13). Donc C n'est pas dénombrable. 


Soit (Q, Z, P) un espace probabilisé et soit M C Q tel que C C M 
entraîne P(C) = 0 pour tout C C Z et D D M entraîne P(D) = 1 
pour tout D € F. 


i) Montrer que M ¢ F. 


ii) Si Fy = (Bn M ; Bert, montrer que Fm est une o-algàbre sur 
M. 


їй) Montrer que pour À = Вп M, Рм(А) = Рм(В п М) = P(B) 
définit une probabilité sur (Q, Хм). 

Solution. i) Montrons que М ¢ F en supposant le contraire, c’est- 
à-dire que M € Z. Dans ce cas, en posant C = M et D = M, 
ona C C M C D et C, D € Z. Donc P(M) = P(C) = 0 et 
P(M) = P(D) = 1, ce qui est absurde. Donc M £ Z. 

ii) Vérifions que la définition d'une o-algèbre est satisfaite. D'abord 
M € Fu car M = M n Q et Q € Z. De plus, si À € Fu, alors on 
peut trouver В € F tel que À = B n M. Puisque B є F, on a aussi 
B° € F. Donc 


M \A=MNA = MN(B UM) = Вп М, 


ce qui prouve que M XV A є Гм. Enfin, il faut montrer que si (Ap ; n € 
N} est une suite d'éléments de Fm, alors Un>iA„ € Fm. Puisque 
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An € Fm, il existe B, € F tel que А, = В.п М. Posons B = U,,iB,. 
Comme Z est une o-algëbre, B € Z. Donc 

U 4 =U (Ba nM) = Bn M € Fu. 

n2l п>1 
Par conséquent, on peut conclure que Fay est une o-algèbre. 


iii) П faut montrer d'abord que Ру est bien définie, c'est-à-dire que si 
A= B, nM = BNM, où By, B5 € F, alors Р(В,) = P(B;). Posons 
С = В, n В», Ci = В, \ B; et C, = B; \ Bi. Alors 


Сис, = (Bin B) u (B, n B;) 

((By n B2) U B) п((В, n B5) U Bš) 
Bi n ((Byn B2) U Bš) 

Bin ((Byu Bj) n (B, U BEI 

= B. | 


lI 


Il 


De méme C U С» = В». Alors 
Az B;nM-z(CuC)nM -z(CnM)u(C;in М); i 12. 


Mais ПМ = B, n B5n M = An Bš = 0, car A C В». De méme 
CaN M = 6. On a done Суп M = CaN M = 0. On peut alors conclure 
que C? D M, pour i = 1,2. Par conséquent, d’après l'hypothèse, on 
doit avoir P(Cf) = 1, donc P(C;) = 0. Comme C n C; = 0, pour 
i = 1,2, on trouve que 


P(Bj) = P(CUC:;) = P(C) + P(C) = P(C) ; i2 1,2. 


Donc la valeur de Рм (А), A € Fm, est indépendante de la représenta- 
tion de À. Ayant montré que Py est bien définie, il faut montrer que 
Pw est une probabilité sur (M, Fm). On a 


Pu (M) = Pu(0 M) = P(Q) = 1, 


et si À € Тм, alors Рм(А) > 0. Il reste à montrer que si {An ; n € N} 
est une suite d'éléments disjoints deux à deux de Fm, alors 


Рм (U ^) - Y Pulsa). 


п>1 п>1 
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Pour une telle suite { А, ; n € N} il existe une autre suite (B, ; n € N} 
de F, telle que pour tout n € N on a B, € Z et А, = B,NM. Puisque 
0 = А, N Am = (B, N Bm) N M, рош tout n £ m, on déduit que 
(В.п В.) D M. Par hypothèse, on a donc P((B, N B,)*) = 1, ce qui 
revient à 


P(B,nB4)-20, si пұт, 


Notons que la condition P(B„n Bm) = 0,si n # m, n'entraine pas que 
les événements de cette suite sont, disjoints deux à deux. Introduisons 
une autre suite, qui aura cette propriété. 


Posons Cj = Bi et 
n 
Сы = п+1 \ (Ов). nal 
m=1 


On a, pour n > 1 


Сыа = a (Ü =) 


m=1 


- Been») 


- (Us) N(U =.) 


п+1 n 


= Ü Bm \ U Bn. 
m=1 


т=1 


Alors Ca € Z pour tout n € N. De plus, (C, ; n € N} est une suite 
d'éléments disjoints deux à deux. En effet, pour tout k,h € N, soit 
k Æ h, et k > h, si x € C, alors z С, car Cy = В, \ (B1 U BUU 
B U... U Bk..i), et donc 


CNC. = 0, si kx h, pour tout h, k € N. 
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De plus, on a P(B,) = Р(С,), pour tout n € N. En effet, B, = Ci et 
В, \ Chn+t = Basi N Cou 


Bent f Le, U (Ü sl 


Bast N (Ü Ba) . 


n 
0 < P(B,., \ Cut) < Y) P(Bm N Bayi) = 0. 
m=1 
Comme Cour C Bas, ona 0 = P(B,.., \ Съ) = P(B,,i) - P(C,.+1) 
et par conséquent P(B,) = P(Ca), pour tout n € N. Finalement 
{1С = Ш. Bo. En effet, supposons que x € Uns: B, et soit 
k le plus petit indice tel que z € B4, alors z € C4 et par conséquent, 
z E€ Uas Са. Clairement, si z € U,> Cn, alors z € В, pour un certain 
k et donc z € | „у Ba. D'où Unz1 Cn = Uni В. 


Combinant ces résultats, on trouve que 


Pu (U ^) Pu Is el 


n>1 n>1 


delt 
= P (U 3 


- (уе) 
= EPC) 


n2l 


= MPG) 


n2l 


= Y Pur(An) 


n2l 
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ce qui termine la preuve. 


16. Soit N l'ensemble des nombres naturels positifs et nN l'ensemble des 
multiples de n € N. Montrer qu'il n'existe pas de probabilité sur N 
telle que P({nN}) = L, pour tout n € N. 


Solution. Posons À, = nN et soit 
P = {2, 3, 5, 7, .+ +4 Pki e] 


la suite des nombres premiers. Supposons qu'il existe une probabilité 
P sur N telle que P(A,) = 1. Alors les événements Ay, p € P sont 
indépendants. En effet, si р < pa <... < pk sont des nombres pre- 


miers et m = D, pk, alors 4 = P(Am) = Fir, А). De plus 
P(Ay) -- P(Ay) = Le. = Z. Donc 


P1 Pk 


P (as) = P(A, ) + Päss) 


i=l 


ce qui prouve l'indépendance, 


Comme tout nombre entier positif, n € N peut s'écrire sous la forme 
ni: b € P, 20, 1<i<k, 
il s'ensuit que 


n € Арру.рь = A, ПА ПА. 
D'oü 


N= lim Арурә..рь) 


k—00 


donc 
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1 = P(N) 
= jm P (A p102---pk ) 


= lim TI^ (4) 
LES 


1 
= dim — 
-—00 jk Pj 


= 0. 


Cette contradiction montre qu'il n'existe pas une mesure de probabilité P sur N 
satisfaisant la condition demandée. 


17. Prouver la véracité ou démontrer la fausseté de l'affirmation suivante : 


—— N EN, 


P((n)) = GA 


définit une mesure de probabilité sur les entiers positifs N. 


Solution. Nous allons montrer que P définit bien une mesure de probabilité sur 
N. Comme 


1 1 1 
)=—— — =-— — > 0, n =1,2,... 
P((n)) nfn+1) n n+l n ; 


il sufñt de montrer que 


3 P({n}) = 


п>1 
Ог n 
1 1 1 
IEN -xG ei 
per peri k k+1 n+1 
Donc 


Y P((n) = im 3 Pb) = im (1-11) 7t 


п>1 k=1 
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18. Démontrer que la propriété de o-additivité pour une probabilité P est 


équivalente à la condition suivante: pour toute suite monotone stricte- 
ment décroissante d'événements í А, ; n Є N} on alim, 44, P(A,) = 0. 


Solution. Supposons que P est o-additive, et soit (A, ; n € N} 
une suite monotone strictement décroissante d'événements. On doit 
montrer que іт, P(A,) = 0. Posons B, = A, \ Aou, n > 1. 
Alors les événements B, sont disjoints deux à deux, et 


UB. = A. 
n=1 


En effet, si z € US, Ba; alors évidemment x € A4. Si z € A, alors il 
existe un k tel que z € A; pour i < k et x ¢ A; pour i > k+1. Par 
conséquent, z € В, et donc z € U, Ba. D'où US 1 Ba = Ai. 


De plus, a 

U B: = А \ Аһ. 

k=1 
En effet, si z € (ЈЕ, Br, alors évidemment z € Ai \ Aus Siz € 
A, \ An, alors il existe un k < n tel que z € A; pour í < k et z € A 
pour i > k +1. Par conséquent, z € B, et donc rel, В,. D'où 
l'égalité désirée. 


Puisque la probabilité P est o-additive, on a 


dë 


co 


3. PU, 


n-l 


Il 


Р(А,) 


n 
= дад, POS 
k=1 
= lim P(A N Aou) 
= lim (P(A1) — P(An41)) 


= P(A)- lim PLA). 


Donc Dm. e P(An) = 0. 
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19. 


Il reste à montrer que si lim, P(4,) = 0 pour toute suite monotone 
strictement décroissante d'événements (A, ; n € N}, alors la proba- 
bilité P est o-additive. Soit donc (E, ; n € N} une suite d'événements 
disjoints deux à deux, et soit E = |}, En. Il faut montrer que 


P(E) = P (Ü sl = Y P(E). 


n=1 


Posons А, = E X (Up. Ex). Alors la suite (An ; n € № est monotone 
strictement décroissante, donc 


0 = lim P(A,) 
noo 
n 


«mre 
k=1 
= P(E)- lim УС Р(БӘ. 
k=1 


On peut conclure que 


Soit (A, ; n € №} une suite d'événements de Q telle que Р(А,) = 1 
pour tout n € N. Montrer que 


P (Q^) =1. 


Solution. Utilisant la sous-additivité de P, on trouve que 


P (U A) < Y_ P(45) - 0, 


n2l п>1 
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car Р(Ас) = 1 — P(4,)=1-—1=0. Donc 


"(QJ -1-P((04.) ) -1-P(U4) =1—0=1. 


. Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et soit (A, ; n € № une suite 


d'événements. Montrer que 

i) si A, T À alors P(A) = lim, оо P(An). 

ii) si А, | À alors P(A) = іт, P (An). 

iii) lim sup, ,,, P(An) < P(limsup,_,, An). 

iv) liminf, оо P( An) > P(liminf, , An). 

v) si Dr, ee An existe, alors lim, ,44 Р(Ал) = P (lim, An). 


Solution. i) Posons B, = Ar et B, = An X An-1, n > 1. Alors 
les événements B, sont disjoints deux à deux, А = |),, B, et A, = 
UL. Bm. D'après la propriété de o-additivité de la probabilité P, on 


trouve 
du 
п>1 
У;Р(В,) 


Il 


P(A) 


Il 


n2l 
n 
= im nn 
m-l 
- rar (U2) 
= lim P(A,). 
noo 


ii) Puisque À, | A, on a A$ T A, On peut donc appliquer i) pour 
conclure que 


P(A) = 1— PLA 
= 1- lim P(4) 
= l-lim(- P(A,)) 
= BP. 
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iii) - iv) Posons В, = (sy Ам, Съ = \Лл>» Am, А = liminfn „о An, 


et À = lim sup, — An (voir remarque 6 dans 4.1.2). Pour tout n > 1, 
on a B, C A, С Ca. Puisque B, T À, et G, 4 À, on a d’après i) et ii) 
P(4) Jim Р(В,) 
lim inf P(4,) 
noo 
lim sup P(A,) 
noo 
lim P (Ch) 
P(A), 


I^ IA IA H 


ce qui prouve iii) et iv). 
v) Si lim; An existe et est égale à À, cela veut dire que А = А = À. 
D'après les inégalités précédentes, on trouve 


P(A) < liminf P(A;) < lim sup P(4,) € P(A), 
п-+со n—oco 

c'est-à-dire limpo P(A,) = P(A), ce qui prouve v). 
Théorème de Borel- Cantelli* — Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et 
soit (A, ; n c N} C Z une suite d'événements. Si 

3  P(A«) < оо, 

n2l 
montrer que P(lim sup, ,,, An) = 0. 


Solution. Posons B, = Un>n Am. Alors B, | limsup, oo Аһ. D’après 
ii) du problème précédent, on a 


0 < P (limsup A.) 


n—00 


= Pann 


- ar (U ^.) 


mn 


< lim 3 P(A«) 
n—oo man 


= 0, 


“Francesco Paolo Cantelli (1875-1966), mathématicien italien. 
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car D m>n (Am) est le reste de la série convergente 3^,,, P(An) < oo. 
Donc P(limsup, ,,, An) = 0. i 


Probabilité uniforme sur [0, 1| - Soit P la mesure de probabilité sur 
([O, 1], Bn ul telle que 


P((a,bl)=b—-a s 0<a<b<1. 
Pour des raisons évidentes, cette mesure de probabilité est dite mesure 
de probabilité uniforme sur (0, 1]. Montrer que 
i) P((z)) = 0, pour tout z € [0, 1]. 
ii) P(Q n [0, 1]) = 0. 
Hi) l’ensemble de Cantor, C (voir problème 14) est un ensemble non 
dénombrable de probabilité nulle, c’est-à-dire P(C) = 0. 
Solution. i) Posons À, = (z — 1, x]. Alors À, Let Г\ „ү An = {2}. 
Donc ü 


P((z)) = dim P ((s- 7 d = lim 1-0. 


no 71 
ii) L'ensemble Q étant dénombrable, on a 
р(0п10,1) = Y P((z)-0 
zeQp,1] 
d'aprés i). 


iii) Comme C = fl>; Cn et C, L, où C, est la réunion de 2" intervalles 
disjoints et fermés de longueur 37^, on a 


1 23" 
= ]i = H n — = || _ = 
P(C) = Jim, P(C.) = lim, (7 ;) = Jim (3) =o, 

montrant que P(C) = 0. 

Probabilité uniforme sur [0, 1] x [0, 1] - Soit Bp, уг la o-algèbre de 
Borel sur [0, 1]2, donc la o-algèbre engendrée par les intervalles de la 
forme (a, b| x (c, d], où a, b, c, d € [0, 1] et soit P la mesure de probabilité 
sur ([0, 1^, Bro ip) telle que P(A) soit l'aire de А, pour À € Вр, ip. 
En particulier 


P((a,b] x (c, d]) = (b— a): (d~e) si (a, ôl x(c, d] C (0, 1P. 
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Cette mesure de probabilité est dite mesure de probabilité uniforme sur 
[0, 1}. 
i) Calculer P(D,), où D, = f(z,y) ; |z — yl < 1). 


ii) Montrer que P(D) = 0, où D = ((z,z) ; 0 < z < 1}. L'ensemble D 
est la diagonale de [0, 1]. 


Solution. i) Notons que le domaine D, se trouve dans le carré unité 
entre la droite z — = À, qui passe par les points (+, 0) et Ai 1- d 
et la droite y — z = 1, qui passe par les points (0, t) et D -1,]p.1 
est plus facile de calculer P(D£). On a DE = А, О Bn, où 


А, = Ца y) є[0, P; ve 


et 


в, = f(a, y) e [0, 1р; ven 


Notons que A, est le triangle rectangle dont les sommets sont (À, 0), 
(1, 0) et (1, 1 — 1), alors que B, est le triangle rectangle dont les som- 


mets sont (0, 1), (0, 1) et (1 — L, 1). On a aire(An) = 3 (1 — L)? = 
aire( B,). Donc 


P(D,) = aire(D,) = 1 — (1 _ D. 


ii) Puisque D, | D, on a 


2 
P(D) = lim P(D,) = lim ( - (: - z) ) =0, 


d'aprës i). 

Soit (R,B,A) un espace mesuré, où R est la droite réelle, B est la 
o-algèbre de Borel sur R et À la mesure de Lebesgue. Montrer que 

i) A((a,5)) = А([0, Mi =b— a, si a<b. 

ii) Si O ñ est un ouvert de R, alors A(O) > 0 

iii) Si K est un compact de R, alors A(X) < oo. 
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iv) Donner un exemple d'un ensemble de Borel non dénombrable E tel 
que A(E) = 

Solution. i) Par définition, on a A((a, b]) = ba si a < b (voir exemple 
4 dans 4.1.3). Pour montrer que A((a,5)) = A([a, 4) = b — a, si a < b, 
il suffit donc de montrer que pour M a € R, A(fa]) = 0. Or, si 
A({a}) > € > 0, pour un certain e > 0, on obtient 


$ = ((a— + a|) > tab > 


ce qui est une contradiction. Donc А({а}) = 0, pour tout a € R. 


ii) Si O 3 Ô est un ouvert de R, alors il existe un a € O et € > 0 tels 
que (a—e, a+e) C O. Donc A(O) > A((a—e, a+e)) = 2e > 0, d'après 
i). 

iii) Puisque K est un compact, K est borné, et on peut trouver a > 0 
tel que K C [—a, a]. Donc A(K) < À([-a, a]) = 2a < oo, d’après i). 


iv) Considérons l'ensemble de Cantor C (voir problème 14). On sait 
que C est un ensemble non dénombrable, que С = lim, „С, où C, 1, 
et où C, est la réunion de 2^ intervalles disjoints et fermés de longueur 
37^, D’après i), on a А(Са) = (2)". Par conséquent, 


wai BT EA 
A(C) € lim inf AC, = lim inf (5) = 0. 


Chapitre 5 


Variables aléatoires et lois de 
probabilités 


5.1 Notions de base — Définitions et propriétés 
5.1.1 Variables aléatoires 


Dans ce chapitre, nous considérons des cas où les expériences aléatoires peuvent avoir 
une infinité de résultats possibles. 


Définition 1. Soit (Q, F) un espace probabilisable, X : Q — R et A C R. 
L'image inverse de A est 


X-A) = (v € 0; X(v) € A). 


Remarque 2. Soit {4, ; n € N} une suite de sous-ensembles de R et soit 
A c R. Alors 


1. X^ (U A) = U, X^ (4); 
2. XT (N; 4) = (y X (AJ; 
3. XHA") = (X-1(A)); 

4. X^(R) = Q. 


Définition 3. Soit (О, Z) un espace probabilisable et X : Q — R. On dit 
que X est une variable aléatoire par rapport à У, ou sur F, ou en abrégé une 
variable aléatoire si 


X"(A)EF рош tout AEB, 
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où B est l'algèbre de Borel sur R. 

Si X est une variable aléatoire alors pour tout À € B, l’image inverse 
X-A) est un événement de F. 
Remarque 4. Si X : Q — AC R et À est dénombrable, alors X est une 
variable aléatoire si et seulement si Х-! (а) € F pour tout a € A. 
Remarque 5. Si X : Q — R est une variable aléatoire et k : R — R une 
fonction continue, alors k(X) est une variable aléatoire. 
Exemple 6. 

Si Xi, ..., Xa sont des variables aléatoires, alors 


Xie X, 


est une variable aléatoire. 

Si X une variable aléatoire, alors aX + b est une variable aléatoire, pour 
tout a, b € R. De même X? est une variable aléatoire. 

Si A € F, alors 14(.), la fonction indicatrice de l'événement A, où 


[1 siz€ A 
= siz А 


est une variable aléatoire. 

Remarque 7. Parce que l'algèbre de Borel, B est la o-algèbre engendrée 
par les intervalles de la forme (—со, z], où z € R, il s'ensuit que l'application 
X : QN — R est une variable aléatoire si et seulement si 


X7! ((—oo, z]) € F, 
pour tout z € R. Notons que 
X ((=00, 1]) = {w € 0; X(v) < z). 


Définition 8. Soit (0, 7) un espace probabilisable et X : QN -> R”. On 
dit que X est un vecteur aléatoire par rapport à Z, oà en abrégé un vecteur 
aléatoire si 

X-'(A)EF pour tout A€", 


où B" est l’algèbre de Borel sur R”, donc la o-algèbre engendrée par 


((—co,zi] x -+ x (—co,z,] ; zi ER, 1<i<n}. 
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Remarque 9. L'application X : Q — R^ est un vecteur aléatoire si et 
seulement si 
X^!((—o0, т] x --- x (—00,7,]) € F, 


pour tout z; € R, 1 < ¿ < л. 
Remarque 10. X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire, si et seulement 
si chaque composante X; ; 1 < i < n, est une variable aléatoire. 

Ici, par la suite, nous ne traiterons que le cas n — 2 et nous parlerons du 
couple aléatoire, plutót que d'un vecteur aléatoire. 
Définition 11. Les variables aléatoires X1, X>, ..., X, sont indépendantes 
si 

P(Xi€A,..,X4,€ An) = Р(Х, € A1) P(X, € Ax), 


pour tous les A1, ..., Án € B. 


5.1.2 Lois de probabilités 
Dans ce qui suit, nous allons traiter principalement deux types de lois de probabilités 
pour les variables aléatoires, les lois discrètes et les lois continues. 


Définition 1. On dit que la loi de probabilité de la variable aléatoire X est discrète, où 
encore que X est une variable aléatoire discréte s'il existe un ensemble dénombrable E 
tel que P(X € E) = 1. 


Dans ce cas, la loi de probabilité de X est uniquement déterminée par les probabilités 
P(X = x) x € E. 


Définition 2. On dit que la loi de probabilité de la variable aléatoire X est 
continue, où encore que X est une variable aléatoire continue s’il existe une 
fonction f : R — R non négative et telle que, pour tout ensemble À C R, on 
peut écrire 


P(X € À) = да. 


Du fait que la variable aléatoire X doit prendre une valeur, il résulte la contrainte 
suivante pour la fonction f, 


] 97 


La fonction f est appelée fonction de densité de la loi de probabilité de la variable 
aléatoire X, ou en abrégé, la densité de la variable aléatoire X. 
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Remarque 3. Si on prend А = [a,b], alors 
b 
P(a < X < b) = Í f (s) dz, 
a 
et si on pose a = b, on obtient 
а 
Р(Х = а) =f f(z)dz = 0. 


Remarque 4, Soit X une variable aléatoire continue de densité fx. Soit h : R — R une 
fonction strictement monotone (croissante ou décroissante) et dérivable, donc 
continue, La densité fy de la variable aléatoire Y = h(X) est donné par 


fe) = fx (h-1()) zeit si y = h(z) pour un z quelconque 
Y 0 si y Æ h(x) pour tout z 


où h '(y) est défini comme étant égal à la valeur x telle que k(x) = y. 


Remarque 5. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de densités f; et fp 
respectivement. La densité de la variable aléatoire X + Y est donnée par 


Secci = Í Zeie о dv 


pour tout a € R. On dit que la fonction A, est obtenue par la convolution des 
fonction fy et fy. 


Remarque 6. Les variables aléatoires discrétes et les variables aléatoires continues 
forment deux classes disjointes. Cependant, ces deux classes ne contiennent pas toutes 
les variables aléatoires, comme le montre l'exemple suivant : 


Exemple 7. On s'intéresse à la durée de vie d'un nouvel appareil. La première fois 
qu'on le met en marche, il y a une chance sur 100 que l'appareil ne fonctionne pas. S'il 
fonctionne, sa durée de vie est représentée par une variable aléatoire continue, X dont 
la densité est donnée par 


e * sr»0 


f(z) = 


0 siz < 0 
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Soit Y la variable aléatoire qui représente la durée de vie d'un appareil neuf. 
Alors la loi de probabilité de la variable aléatoire Y n'est ni discrète et ni 
continue. En effet, soit À l'événement "l'appareil ne fonctionne pas", alors 


РҮ =0) = P(A) = zc. 
et pour y > 0, 
P(Y =y) = Р(Х =у)п A’) 
= Р(Х =y)P(A*) 
= ох 22 
100 


car X est une variable aléatoire continue. De mëme, pour tout y < 0, on a 
évidemment P(Y = y) = 0. Comme P(Y = 0) 0, la variable aléatoire У 
n'est pas continue. Puisque l’ensemble des valeurs possibles de У est [0, оо), 
une ensemble non-dénombrable, la variable aléatoire Y n'est pas discrète non 
plus. En fait, si 0 < a < b < œ, 
Р(а<Ү < b) P((a < Y < b) N AS) 
= P(a < Y < b)P(A*) 
99 /* . 
= 100 Д e dz 


— 99 -a _ „b 
= е €) 


Remarque 8. Les définitions de lois discrètes et continues de variables 
aléatoires peuvent s'étendre aux vecteurs aléatoires, 

On dit que la loi de probabilité du couple aléatoire X = (X, Y) est discrète 
s’il existe un ensemble dénombrable E C R? tel que Р(Х € E) = 1. 
Dans ce cas, la loi de probabilité de X est uniquement déterminée par les 
probabilités P((X,Y) = (x,y)), (z, y) € E. 

Le couple aléatoire X = (X,Y) a une loi de probabilité continue si X 
possède une densité f(x yj(r,y) par rapport à une mesure de Lebesque sur 
R?. On écrit alors 


P(X € A) = Í Í fay (s. y) dz dy, 
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pour A € В? La fonction fr y; s'appelle aussi densité conjointe de X et Y. Notons que 


P(X € À) = Í (Гл, у) dy) dz, 


donc la variable aléatoire X possède une densité et 


(о) = | foca (s.v) du 


qui s'appelle aussi densité marginale de X. 
De façon analogue, 


P(Y € A) = Í (f tocanta y) dz) dy, 


donc la variable aléatoire Y possëde une densité et 


feto) = Í fo(s.) de, 


qui s'appelle aussi densité marginale de Y. 
Remarque 9. Les variables aléatoires X et Y, les composantes du couple aléatoire 
X = (X, Y) sont indépendantes si et seulement si 
Asatz, у) = fx (=) fy (y); 
pour tous z, y E R. 


5.1.3 Quelques lois de probabilités discr ètes 
Rappelons quelques lois de probabilités discrètes. 


1. Loi binomiale - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi binomiale de 
paramètres n et p, où n € Net 0<p<1,si 


Р(Х = k) = (la —-py-* 0 < k < n. 


On écrira alors X ^ B(n, p). 
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2. Loi de Poisson - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi de Poisson de 
paramètre À, où À > 0, si 


AN 
Р(Х =k) =e ` k =0,1,... 


On écrira alors X ~ P(2). 


3. Loi hyper géométrique - On dit que la variable aléatoire X obéit à une Zoi 
hypergéométrique de paramètres n, N, а, b, oü a + b = N, et n, N, a, b € N, si 


GIS 
PX =k) =" ау > m < k < M, 
où т = тах(0, n - b) et M min(n, a). 
On écrira alors X - H(n, N, a, b). 


On peut interpréter la variable aléatoire X comme étant le nombre de boules 
blanches obtenus dans une sélection sans remise de z boules d'une urne contenant 
N boules parmi lesquelles z sont blanches. 


4. Loi géométrique - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi géométrique 
de paramètre p, où 0 < p < 1, si 


Р(Х =k) =p(1- p)*7, k=1,2,... 


On écrira alors X - G(p). 


La loi géométrique représente le nombre d'épreuves de Bernoulli indépendantes 
de même paramètre p nécessaires à l'obtention d'un succès. Le nom de loi 
géométrique provienne du fait que les probabilités forment une progression 
géométrique. 


5. Loi binomiale négative - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi 
binomiale négative de paramètres pet r, où 0 < p< l etr € N, si 


P(X = k) = ( T ira -p** k> r. 
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On écrira alors X + BN(p, r). 


La loi binomiale négative représente le nombre d'épreuves de Bernoulli 
indépendantes de même paramètre p nécessaires pour obtenir un nom- 
bre r de succès. Remarquons que, si r = 1, on retrouve la loi géomé- 
trique de paramètre p, donc si X ~ BN(1,p), alors X ~ G(p). Dans 
ce dernier cas, la variable aléatoire X représente le nombre d'épreuves 
nécessaires jusqu'à l'obtention d'un succès. 


La loi binomiale négative s'appelle aussi la loi de Pascal! 


5.1.4 Quelques lois de probabilités continues 


Rappelons quelques lois de probabilités continues. 


1. Loi normale - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi 
normale de paramètres р et o°, où и € R et œ > 0, si la densité de X 
est donnée par 


1 /— rz 
f(z) = c ST 3C25 qc soo) (2). 





On écrira alors X ~ N(g, oi). 


Si X ~ N(0, 1), on dit que la loi de X est la loi normale centrée réduite. 
On note habituellement cette variable aléatoire par Z. 


La loi normale s'appelle aussi la loi de Laplace?-Gauss.? 


2. Loi gamma - On dit que la variable aléatoire X obéit à une lo? gamma 
de paramètres œ et B où a, B > 0, si la densité de X est donnée par 


1 
T'(o)8* 


On écrira alors X + Gamma(e, 0). 





z% le à Цоо) (т). 


Ға) = 


La fonction Г est définie par 


‘Blaise Pascal (1623-1662), mathématicien, physicien, philosophe et écrivain français. 

“Pierre Simon marquis De Laplace (1749-1827), astronome, mathématicien et physicien 
français. 

Carl Friederich Gauss (1777-1855), astronome, mathématicien et physicien allemand. 
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T (e) = Í tt le tdt, œ> 0. 
0 


Rappelons les propriétés de la fonction Г: 
i) T(1) =1; 

ii) r3) = vs 

iii) T (14 œ) = oT (o), pour tout œ > 0; 
іу) T(n)=(r -1)!, n € N. 


3. Loi du khi-deux - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi du khi-deux 
avec r degrés de liberté, où r € N, si la densité de X est donnée par 


1 


PGE ° lola). 
2 


f(z) = 





On écrira alors X ~ X°. 
Notons que si X ~ X?(r), alors X ~ Gamma (r/2.2). 


Dans la pratique, on rencontre la distribution x? comme étant la répartition du 
carré de l'erreur obtenue lors d'un tir sur une cible à л dimensions, lorsque les 
erreurs le long de chaque axe sont de distribution normale centrée réduite, (voir 
problème 135). En plus, la distribution x^ joue également un rôle important dans 
la statistique. 

4. Loi exponentielle - On dit que la variable aléatoire X obéit à une Joi 
exponentielle de paramètre А, où À > 0, si la densité de X est donnée par 


f (z) = Xe "1o (2). 
On écrira alors X ~ £ (À). 
Notons que si X ~ (А), alors X ~ Сатта(1, 1). Par conséquent, si 
X ~ Gamma(1,2), alors X ~ x?(2), et X ~ £(1). La loi exponen- 
tielle sert souvent à modéliser le temps d'attente avant qu'un certain 


événement se produise, ce qui est analogue à la loi géométrique dans le 
cas discret. 
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5. Loi uniforme - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi uniforme sur 
l'intervalle (a, b), si la densité de X est donnée par 


Г) = fent) 


On écrira alors X ^ U(a, b). 


6. Loi bêta - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi béta de 
paramètres e, À, où e, À > 0, si la densité de X est donnée par 


r À 
f(x) = Seen elt — zy"! lon (z), 
ou, en introduisant la fonction Glo, À) donnée par 
| r 
on trouve | 
(lau 0-200 


On écrira alors X ^ Beta(a, À). 


Notons que si œ = À = 1, alors on retrouve la loi uniforme sur (0, 1), 
donc si X ~ Beto(1,1) alors X ~ (0,1), car dans ce cas 


f(z) = (1 — z) 1o,n(z) = lon(z). 


7. Loi de Cauchy* - On dit que la variable aléatoire X obéit à une loi 
de Cauchy de paramètres Go, où и € R et c > 0, si la densité de X 
est donnée par 


Ға) = 


"erc 


On écrira alors X ~ C(u, о). 


“Augustin Cauchy (1789-1857), mathématicien français. 
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Notons que la densité peut s'écrire sous la forme 1 /(#=#) où f(-) est 
la densité d'une variable aléatoire X qui suit une loi de Cauchy de 
paramètres O et 1, donc À ~ С(0,1). Dans ce dernier cas la densité 
est donnée par 


f) lo) 


5.1.5 Fonctions de répartition 

Soit (О, F, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F. 

Définition 1. La fonction F : R — [0,1] définie pour chaque z € R par 
Fx(z) = P((o EQ; X(w) € z)) 


s'appelle la fonction de répartition ou encore la fonction de distribution de la variable 
aléatoire X. 


. En abrégé, on écrira 
Fx(z) = F(z) = Р(Х < т). 


Puisque X est une variable aléatoire, l'ensemble (œ € ; X (о) < x} € F, donc il 
est un événement et sa probabilité existe toujours. 


Remarque 2. En considérant la définition 1, on constate que la fonction de 
répartition F d'une variable aléatoire X jouit des propriétés suivantes : 


1. 0 < F(z) < 1; 
2. F est non-décroissante, c'est-à-dire si z < y, alors F(z) < F(y); 
3. lim. F(z)=1 et lim, F(T) = 0; 
4. F est continue à droite, c'est-à-dire 
lim F(y) = F(z). 
Remarque 3. Notons que la fonction de répartition d'une variable aléatoire X 
détermine uniquement la loi de probabilité de X, car si F est une fonction satisfaisant 


les propriétés de la remarque 2, alors il existe une unique probabilité Q sur (R, 5) 
telle que 


F(z) = ©((—со,т]), рош tout x ER. 
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Voici quelques propriétés supplémentaires utiles des fonctions de répartition. 
Remarque 4. Soit X une variable aléatoire et soit F sa fonction de répartition. Alors 


A © 


e 


~ 


ge 


. P(X < z) = F(z—) = lima, F(y). 
. Р(Х = z) = F(z)— F(z-). Lorsque Р(Х = т) = 0 pour tout z € R, 


on dit que la loi de probabilité de X est continue. On voit donc que la loi 
de probabilité est continue si et seulement si la fonction de répartition 
est continue, c'est-à-dire F(r—) = F(x) pour tout z € R. 


.P(X>z)=1-F(z), e P(X2z)21-F(z-). 
. P(zq < X < хә) = F(z2) - F(z1), pour tout mx, < T2. 


. Si X(w) € {0,1,...}, donc si la loi de probabilité de la variable aléatoire 


X est discrète, alors F(z) = F(E), pour tout z € [k, k + 1) et F(k) = 
F((k + 1)—). De plus, Р(Х = 0) = F(0) et 


Р(Х =k) = F(k) - F(k— 1), k > 1. 


Si la loi de probabilité de la variable aléatoire X est continue de densité 
f, alors 


во) = [rod a FE) =f) 


presque partout. Dans ce cas, pour tous a, b € R, 


Ра<Х <= Í ruya, 


donc la probabilité P(a < X < b) est égale à l'aire comprise entre la 
courbe f(x) et l'axe horizontal et limitée par les points a et b. Comme 
fe f(z)dz = 1, l'aire en dessous de la courbe f(x) est égale à 1. 


. L'ensemble D des points de discontinuité de la fonction de répartition F est 


dénombrable. 


La fonction de répartition d'une variable aléatoire X est toujours continue 
à droite et caractérise complètement la loi de probabilité de X, c'est-à-dire si X et 
Y ont la même fonction de répartition, X et Y ont la même loi de probabilité. 
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Exemple 5. Si Z ~ N(0,1), alors la fonction de répartition de Z est, dénotée 
d'habitude par $ et 
= 9 dt 
е? dt. 
We 
Parce qu'on ne peut pas trouver la primitive de e /2. il est impossible 
d'obtenir la fonction de répartition @ de la variable aléatoire Z sous forme 
d'une fonction élémentaire. 
La fonction Ф est tabulée pour les valeurs positives de Z. Pour les valeurs 
négatives, on utilise la parité de la densité f de Z, donc f(x) = f(—z), et 


par conséquent 
(x) = f f (t) dt 


= [rod 
= 1- ROL 
= 1—Ф(—т), 


donc 
Ф(—т)=1—Ф(т), pour — oo < z <œ. 


On peut encore écrire 


P(Z < —z) = P(Z >z), рош -— oo < z < оо. 


Même si la variable aléatoire Z peut prendre toutes les valeurs entre —co 
et оо, les valeurs sont fortement concentrées autour de la valeur moyenne, 
E(Z) = 0, dans un intervalle de longueur 6. On trouve que P(|Z| > 3) < 
0,01. Ainsi dans les tables, d'habitude, les probabilités considérées sont pour 
des valeurs de Z entre 0 et +3. Dans la Table I, on donne P(Z < z) = Ф(т) 
pour des valeurs de Z entre 0 et +4. Par symétrie on а (0) = 0,5. Pour 
des valeurs négatives de z on utilise l'égalité Ф(—т) = 1 — d(z). 

La valeur P(Z < x,r172) se trouve dans la table I, à l'intersection de 
la ligne z,z, et de la colonne 0,0x%2. Ainsi, par exemple, la valeur P(Z < 
2, 43) se trouve à l'intersection de la ligne 2,4 et de la colonne 0,03 et on 
lit directement dans la table 0,992 500. Pour P(Z < —1,18) on cherche 
d'abord P(Z < 1,18) et à l'intersection de la ligne 1,1 et de la colonne 0, 08 
on lit 0,881. Par conséquence $(—1,18) = 1 — Ф(1,18) = 1 — 0,881 = 0,119. 
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П existe aussi des tables des quantiles permettant de trouver z en fonc- 
tion de (x), (voir Table II). Les entrées dans la table II donnent la valeur 
de z telle que (2) = P(Z < z) = p. D'abord par symétrie, Ф(0) = 0,5. 
Si p = (zx) > 0,5, alors z > 0, et on lit directement т dans la table. Si 
p < 0,5, alors, par symétrie, il suffit d'utiliser le fait que P(Z < =x) = 1— p. 
Par exemple, si p — 0,613, alors z — 0,2872 directement de la table. Par 
contre, si p = 0,138, alors 1 — p = 0, 862 et x = —1, 0894. 


Si X ~ N(u,o?), alors on utilise la transformation Z = Z=. 
Exemple 6. Si X ~ N (y, o?), alors 


1 z = 
F(z) = f e 3C dt. 
OV 27 J- 


Exemple 7. Si X ~ £(A), alors 


0 siz < 0 
ra=] 


1—e зіт> 0 
Exemple 8. Si X ~ С(0, 1), alors 


* 1 
ro "Laien 


arctan x 
1 
Î — dÉ 
== T 
2 


= 1, Larctanz 
79 m ? 





i 


où on a fait le changement de variable t = tan 0, donc 0 = arctan t, et par 
conséquent dt = ту 5800 = 00. 

Remarque 9. Si la fonction de répartition d'une variable aléatoire X com- 
porte au moins une discontinuité, et elle mest pas continue à droite partout, 
il y a des points de probabilité non nulle. On dit que X est une variable 
aléatoire mirte. 

Exemple 10. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition 


est donnée par 
0 siz < 0 
F(z) = 


1-1e* siz> 0 
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Notons que X n'est pas une variable aléatoire discrëte, car P(X = z) = 0, 
pour tout z 0, et P(X = 0) = 1, par conséquent 37, Р(Х = z) = š < 1, 
donc il n'existe pas un ensemble dénombrable Ё tel que Р(Х € E) = 1. La 
variable aléatoire est non plus continue, car F(0) = 1. 
Remarque 11. La définition de la fonction de répartition d’une variable 
aléatoire peuvent s'étendre aux vecteurs aléatoires. 

Soit (О, F, P) un espace probabilisé et soit X = (X, Y) un couple aléatoire 
sur Z. 
Définition 12. La fonction F : R? — [0,1] x [0,1] définie pour chaque 
(z,y) € R par 


Bants, y) = P([w € Q; X(w) < z ; Y(w) S y}) 
s'appelle la fonction de répartition du couple aléatoire X. On dit aussi qu'elle est la 
répartition conjointe de X et Y, 
En abrégé, on écrira 
Fixyy(»,y) = Р(Х < z; Y € y), 


pour tout (z, y) € R. 
Parce que 


P(X < z) = P(X < z; Y < eo), 
il s'ensuit que la variable aléatoire X possëde une fonction de répartition, appelée aussi 
répartition marginale de X, et 
Fx (z) = Fixy) (z, со). 
De façon analogue, 
P(Y < y) = Р(Х < œ ; Y € y), 
donc la variable aléatoire Y possède une fonction de répartition, appelée aussi 


répartition marginale de Y, et 


Fy (y) = Fix;y (00, y). 
Remarque 13. Les variables aléatoires X et Y, les composantes du couple aléatoire X= 
(X, Y), sont indépendantes si et seulement si 


Fac, y) = Fx (z) Fy (y), 
pour tous z, y € R. 
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5.1.6 Espérance et moments 


Rappelons qu'une fonction h € Ly si f, |h(z)|* dz < оо. On dit aussi que la 
fonction h est k-intégrable. En particulière, h € L, si f, |h(z)| dz < оо, et 
on dit que la fonction h est intégrable. 

Soit X une variable aléatoire telle que X € ZA et soit f(x) sa densité. 
Définition 1. L'espérance de la variable aléatoire X, ou encore la valeur 
moyenne de X qu'on la note par E(X), ou par их, est donnée par 


ux = B(X) = La dz. 


Si la variable aléatoire X est discrète et elle prend les valeurs ть avec la 
probabilité pk, k € E, où E est un ensemble dénombrable, alors 


E(X) = inns 
Feb 


et la valeur moyenne existe si la série est absolument convergente. А 
Exemple 2. Soit, X la variable aléatoire qu prend les valeurs z; = ( -1# 
avec les probabilités рь = zx, k = 1,2,.... Notons d'abord que X 4 де = 1. 


On a 
Ура = = ух ur 


k=1 k=1 


со 








On obtient ce résultat en faisant x = 1 dans le développement еп série de Taylor- 
MacLaurin de la fonction 


оо = 
log(1+ z) = у СЕ" 


k=1 


Mais la valeur moyenne E(X) n'existe pas, car 


œ œ 1 
Y all = $i — со. 
k=l k=1 


Considérons la variable aléatoire Y = VXV alors il s'ensuit que la valeur moyenne 
E(Y) n'existe non plus. 


Brook Taylor (1685-1731), mathématicien anglais. 
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Exemple 3. Soit A € F et 14(.) la fonction indicatrice de l'événement A, donc 


_f1 sizeA 
TORE q siz é À 


c'est-à-dire, la variable aléatoire 14(.) prend la valeur 1 avec la probabilité 
P(A) et la valeur 0 avec la probabilité P(A°) = 1 — P(A). Par conséquent 
E(14) = 1 x P(A) +0 x P(A*), donc 


E(14) = P(A). 


Remarque 4. Notons que X € L si E(|X|) < со. Aussi X € L, si 
E(|X[*) < oo, et k > 0. On dit que |X] est bornée si X € Læ, c'est-à-dire 
s’il existe a € R tel que P(|X| € a) = 1. 

Exemple 5. Si X ~ N(u,0?), alors E(X) = p. D'abord on voit facilement 
que X є Іл. De plus, en faisant le changement de variable z = y + oz, on 
trouve 








E(X) = Í eg ET as 
_ + уо x d 
Í Мт P 
= # [224 +f e Ë d 
Мт VV" 9 
= н, 


car f e 1/2 dy = ут et f ye 22 dy = 0. 
Exemple 6. Si X ~ C(0, 1), alors E(.X) n'existe pas. En effet 


Ex) = > Í т 


т в 1+ 22 
1 2x 

= — | — dr. 
e тул T 


Comme 


1 0 
Ze J -o 


2x 
Liz 
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1 оо 
1+ 22 += Í 1+ 22 
1 /° —x 1 [? 2% 
= — dx + =Â d 
el i =+ ë Í 1+ 2 @ 
1 f? 2x 
Е if pra 4 


1 со 


— оо, 





Il 


dx 




















Ze Ja 











la quantité E(X) n'existe pas. 

Définition 7. Soit X une variable aléatoire, telle que X € Lz. Le moment 
d'ordre k de X est E(X*). 

Notons que pour k = 1, on retrouve E(X), l'espérance de X. 

Soit c € R, alors E((X — c)*) s'appelle moment d'ordre k par rapport à c. 
Définition 8. Soit X une variable aléatoire, telle que X € Lo. La variance 
de X qu'on note par Var(X) est 


Var(X) = E((X = Е(Х))?). 


Notons que la variance de la variable aléatoire X est le moment d'ordre 2, 
par rapport à E(X). 

Si X ~ C(0, 1), alors comme E(X) n'existe pas, les moments par rapport 
à E(X) ne sont pas définis. 
Remarque 9. Les moments d'une variable aléatoire jouissent des propriétés 
suivantes: 


1. Si X € La, alors E(aX +b) = aE(X) +b, pour tous a,b € R; - 
2. Si P(X > Y) =1 et X,Y € La, alors E(X) > E(Y); 

3. Si (X, ; 1<k< n} C Іл, alors EG, Xx) = Ya Е(Х,); 

4 


. Si X € Lm, alors X € L, pour 0 < r < m, c'est-à-dire si E(X'*) existe, 
alors E(Xr) existe aussi pour tout r < т. 


5. Si X € Lo, alors 
Var(X) = E(X?) — (Е(Х))?; 
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6. Si X € Lo, alors Var(aX + b) = a2Var (X), pour tous a,b € R; 


7. Si X € La, alors Var(X) < E((X — с)?), pour tout c € R, avec égalité 
si et seulement si c = E(X); 


8. Si (X, ; 1 < k < n) C L, et les variables aléatoires sont indépendantes, 
alors POT, Хк) = ПЕ E(X%); 


9. Si (X, ; 1€ k € n) C L, et les variables aléatoires sont indépendantes, 
alors Var( Zu Xx) = Yogi Var (Xr). 


Remarque 10. Soit X une variable aléatoire non négative et soit F, sa fonction de 
répartition, Alors E(X) est finie, donc elle existe, si et seulement si 


l fa ~ F(x)) dz < oo. 
0 


et dans се cas, 
со 


E(X) = Î (1 — F(z)) dz. 


Dans certaines situations, 11 est plus facile d'utiliser cette tormule, comme le montre 
l'exemple suivant, 


Exemple 11, Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est 
donnée par 


1—e siz20 
Fe) =| q ` siz«0 


Alors, on trouve 


E(X) 


li 


Î "1 — F(z) dz 


Î e dt 
0 


= e 


1. 


Il 


Pour trouver E(X) à partir de sa définition, il fant d'abord trouver la densité, donc 


fe) = Í ez sir>0 


0 siz<0 
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et après, en intégrant par parties, on trouve la valeur moyenne 


[ te dr 


со 
f еа 
0 
оо oo 
-ze*|, - Í -e dz 
0 
= p.771 
= 0—e [р 
1. 


Е(Х) 


li 


Remarque 12, Soit X une variable aléatoire telle que X € 74, et soit f; sa densité, Si h 
est une fonction telle que Y = А(Х) € Lı, alors 


БҮ) = E(h(X)) = | h(u)fx(u) du, 


donc on peut trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire Y sans utiliser 
sa densité. 


Définition 13, Soit X et Y des variables aléatoires, telles que X, Y € L». La covariance 
de X et Y qu'on note Dar Cov(X, Y) est 


Cou(X,Y) = Е((Х — E(X))(Y — Е(Ү))). 


Notons que Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) et Cou(X, X) = Var(X). 
Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors Cov(X, Y) — 

0. L'exemple suivante montre que par contre, il y a des variables aléatoires 

X et Y dépendantes telles que Cov(X, Y) = 0. 

Exemple 14. Soit X ~ U(0,1) et soit fx sa densité. Donc 


fx(z) = 1 si0<z<1 
ХА | 0 autrement 


Soit les fonctions hı (z) = sin zz et h;(z) = coss. Considérons les variables 
aléatoires X, = Һ(Х) = sinzX et X; = h;(X) = coss X. Calculons 
Cov (Xi, Xa). 
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D'abord 


E(X1) 


i 


ПЕХОТА 
R 


1 
Î sin ru du 
0 


1 


Il 





1 
—— cos TU 
т 0 


2 
T 
De facon analogue, on trouve 


1 
=0. 


1 
E(X3) = | cos ru du = Lana 
0 T 0 





Сотте 


1 
= 0, 


1 1 1 
Е(Х,Х,) = | cos Tu sin ru du = > ELT = —— cos 27 
0 2 der 0 





on à 
Cov( Xa, Xe) = E(X, X2) — E(X1)E(X:) = 0. 


Les variables aléatoires X, et Xo ne sont pas indépendantes, car 
Xl X$ =1. 


Si X ~ N(u, 0?) et Y ~ Nu, 02), alors les variables aléatoires X et Y 
sont indépendantes si et seulement si Cov( X, Y) = 0. 
Définition 15. Soit X et Y des variables aléatoires, telles que X, Y € L, 
et soit Var(X)Var(Y) # 0. Le coefficient de correlation de X et Y qu'on 
note par Corr(X, Y) est 


_ Co(X,Y) 
Corr(X,Y) = emer 


Définition 16. Soit X une variable aléatoire, dont la densité est f. Le mode de X qu'on 
note par mo, est le point pour lequel la fonction f atteint, s'il existe, son maximum 
absolu. 
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Notons que mo, est le point tel que la probabilité associée à un intervalle autour de 
ce point est supérieur à la probabilité associée à un intervalle similaire autour de tout 
autre point, Le mode n'est pas nécessairement unique, il peut même exister une infinité 
de modes, ou aucun mode, 


Exemple 17. Soit Z ~ N(0, 1) donc la densité est donnée par 


1 2 
= — "2/2, 
Zei m 


La dérivé f'(x) a trois zéros, 0, oo, —oo. Parce que f(oo) = f(-00) = 0 
et f (0) = 1/27, la fonction f a un seul point de maximum, et par conséquent 
la variable aléatoire Z a un seul mode, mox = 0. 

Soit X la variable aléatoire dont la densité est donnée par 


81 10<2< 1/4 
—8r +4 sil/4< x <1/2 

J(z)=< 8-4 sil/2<z< 3/4 
—8z +8 813/4<2<1 
0 ailleurs 


Dans les sous-intervalles [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 3/4], et [3/4, 1] de 
[0, 1], la densité représente une droite strictement croissante ou strictement 
décroissante. Dans les points 0, 1/4, 1/2, 3/4 et 1 on trouve 


f(0) = 0, /(1/4) = 2, f(1/2) = 0, f (3/4) =2, f(1) = 0, 


donc la fonction f a deux points de maximum, et par conséquent 1/4 et 3/4 
sont des modes de X. 
Soit X ~ U(0, 1). Alors la densité est donnée par 


1 si0<z<1 
f(z) =f 0 ailleurs 


Tous les points dans l'intervalle (0, 1) sont des modes pour la variable aléatoire 
X. 
Enfin, si X ~ x?(1) alors sa densité est donnée par (voir 3, dans 5.1.4) 


la lpo-t/2 ei 
fe) = Í уте siz > 0 


ailleurs 


et la variable aléatoire X n'a aucun mode, car sa densité n'a aucun point de 
maximum dans l'intervalle (0, co). 
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Définition 18. Soit X une variable aléatoire. Une médiane de X qu'on note par me, est 
tout nombre réel satisfaisant les inégalités suivantes : 


P((X < mex}) < j et P((X > mex)) < d 


Exemple 19. Considérons la variable aléatoire dont la densité est donnée 


par 
0 siz < 0 
Қа) = ç созт si0 < cz < я/2 
0 siz > п/2 


On trouve la médiane mex, de la variable aléatoire X de l’équation 


mex mex mex 1 
Î fs) dz = | cos z dz = sin z —sinmex = =, 
00 0 0 2 
donc me, = п/б. 


Notons que la médiane existe toujours et peut même être déterminée de façon non 
univoque, donc la médiane d'une variable aléatoire X n'est pas nécessairement unique. 
En effet, la fonction de répartition varie de facon monotone de 0 à 1. C'est pourquoi on 
peut toujours trouver un point mex oü elle passe, soit continüment soit en réalisant un 
saut, par la valeur 1/2. S'il existe un intervalle (a, b) où F(x) = 1/2, alors tout point de 
cet intervalle peut servir de valeur pour la médiane, d'habitude on prend, comme 
médiane de la variable aléatoire, le point milieu de cet intervalle. 


Définition 20. Soit (X, Y) un couple aléatoire, soit fx уз sa densité, et XY € L. Alors la 
valeur moyenne de la variable aléatoire XY est donnée par 


E(XY) = ff safe i) dz dy. 


Si h est une fonction de deux variables telle que A(z,y) € Lo, alors 
E(h(X, Y)) = Iw y) faz, y) dz dy. 


5.1.7 Fonctions caractéristiques 
Soit (©, F, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F. 


Définition 1. La fonction gx : R — C donnée par 
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px(t) = E(e*X) = E(costX +isintX) 
s'appelle la fonction caractéristique de la variable aléatoire X. 


Remarque 2. Si X est une variable aléatoire discrëte qui prend les valeurs x; avec les 
probabilités p; j € T, alors 


фх(@ = У еру. 


jer 
Si X est une variable aléatoire continue de densité f, alors 


éx(t) = Í e"? f(x) йт. 


Remarque 3. Parce que weih = 1, la fonction caractéristique d'une variable aléatoire 
existe toujours. 


Remarque 4. La fonction caractéristique d'une variable aléatoire jouit des 
propriétés suivantes : 


1. $ est une fonction uniformément continue; 


2. ф(0) = 1, donc la fonction caractéristique ne s'annule pas dans un 
voisinage de 0; 


3. |le() < 1; 
4. Pax+5(t) = e" ox (at); 


5. (—t) = %(t), pour tout t E R; 


6. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors $x..y (t) = 
óx (t)óv (t); 
7. Si E(|X|*) < oo, pour un n € N, alors la dérivée d'ordre n de $ existe 


et 


— =" m < n. 
dm OL T"E(X") m < n 
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Par exemple, si E(X?) < oo, alors ф'(0) = iE(X) et E(X?) = —ф'(0). 
Remarque 5. Soit X une variable aléatoire, Si E(X") < oo pour tout 
n € N, alors 





оо . 
(t 
Фх(0) =Y. 1-0"), 
n=0 
c'est-à-dire la fonction caractéristique dx est entièrement déterminée par la 


suite (E(X*) ; n € N} et E(X?) = 1. 


5.1.8 Formules d'inversion 


La fonction caractéristique d'une variable aléatoire X détermine de façon unique la loi 
de probabilité de X car on a les formules d'inversion suivantes : 


Soit @ la fonction caractéristique d'une variable aléatoire X et soit F sa fonction de 
répartition. Alors 


F()-F() + (P(X =a)- P(X =b) 
T —ita _ „ith 
= dim]. (><) e(t) dt. 


2001 [Tu 
P(X = z) = lim z Í. е“ e(t) dt. 


T=% 


Si f^. |é(t)| dt < oo, alors F possède une dérivée continue f donnée par 


1 f" . 
sa) = | еда 
La fonction f est la densité de la variable aléatoire X. 


5.1.9 Fonctions génératrice des moments 
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur F. 
Définition 1. La fonction gx : R —R donnée par 
gx(t) = g(t) = Efe”) 
s'appelle la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire X. 


306 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


Si X est une variable aléatoire discrète qui prend les valeurs x avec les probabilités 
pj, j € L alors 


gx(t) = Sep, 


де! 


Si X est ипе variable aléatoire continue de densité f, alors 


ах) = Leide, 


Remarque 2. Puisque, pour tout Є R 
9, (t / i) = gx), 


les fonctions 2, et е, ont des propriétés semblables. Mais tandis que la fonction 
caractéristique Ø, existe toujours et est bornée, la fonction génératrice des moments gy 
peut-être non bornée, et peut même ne pas exister dans certains cas. 


Exemple 3. Soit X ~ £(1), donc P(X > z) =е7°, z > 0. Alors 


Ï 
Bm 
% 
< 
— 


g(t) 


со 

= Í ette dr 
0 
со 

= Í e 0-0 dy 
0 

_ 1 

^ l-t 

< OO, 


si t « 1, donc la fonction génératrice de la variable aléatoire X n'est pas bornée. 


Soit Z ^ N{0,1). Alors on dit que la variable aléatoire X = e obéit à la 
loi de probabilité lognormale. Notons que tous les moments de la variable 
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aléatoire X existent. En effet, pour tout k € N, 


E(X*) = E(ek2) 
= JE Í ee du 
7T JR 
1 1 2. KÉ 
= —L(u—k)2+ E 
= — |е? 7 du 
xl 
£ 
= eT, 


La densité de la variable aléatoire X est 





1 (log z)? 
f(x) = e TS KE 
2тх 


Par contre, la fonction génératrice des moments 
1 œ =z? 
t) = Е(еХ) = Е ©) = = | ee? dr 
echt = E(e**) = Е (е) =—= | 


n'existe pas. 
En effet, nous allons utiliser, dans ce but, la règle de L'Hopital%, que nous 
rappelons d’abord, si 


Мх) _ œ Мх) 0 Мх) | li h'(z) 


Ba k(z) co’ (où tim. k(z) _ 5) ‚ alors Jim k(z) =>% (x) 
En appliquant deux fois cette règle, on trouve que si t > 0, alors 


. te . te . 
lim — = lim = = lim te* — со. 
z—oo0 = z—c T x-+00 
Par conséquent, pour tout nombre réel A, il existe un nombre réel a tel 
que 


te? 
= > А, pourtout ra. 


2 


En choisissant А > l,onaífe* > AT, ce qui implique que ter > (4-1), 
et finalement que ; 


2? 
ety > 0-0%, si pa. 


"Guillaume François Antoine marquis L'Hopital (1661-1704), mathématicien français. 
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Comme 


1 ? te? = 
gx (t) = Va e" e 2 dz 
—oo 


> = еее as 
—== e € 
T Xe Ja 


> L [° dag qz, 


v 29 Ja 


Or cette dernière intégrale diverge, donc la fonction génératrice des moments nexiste 
pas. 


Remarque 4. Soit X une variable aléatoire. Si la fonction génératrice des moments 
existe et le moment E(X^) existe, alors 


d* k 
ext) = EX), 


#=0 





се qui justifie le nom de fonction génératrice de moments. 
Remarque 5. Soit X une variable aléatoire. Si E(X*) < œ pour tout 
n € N, alors 


co 


ex) = У DEE 


n=0 


c’est-à-dire la fonction génératrice des moments gx est entièrement détermi- 
née par la suite (E(X") ; n € N} et E(X?) = 1. 

Définition 8. Soit (X, Y) un couple aléatoire. La fonction génératrice des 
moments est donnée par 


gov (t, v) = Е(е +"), 


onction qui s'appelle aussi fonction génératrice des moments conjointe. Notons que les 
fonctions génératrice des moments marginales des variables aléatoires X et Y sont 


9x(t) = фху)(Ь0) et gv(v) =gx,y (0, v). 


La fonction génératrice des moments a été introduite par Laplace dans le cas de 
variables aléatoires prenant des valeurs dans N. 
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5.2 Problëmes et solutions 


1. Si \X\ est une variable aléatoire, est-ce que X est nécessairement une variable 
aléatoire ? 


Solution. Non. Voici un exemple. Soit E C R un ensemble qui n'est 
pas mesurable. Posons X = 2 x 1g — 1. Alors X n’est pas mesurable 
car X71({1}) = E. Par contre |X| est mesurable car |X| = 1. 


2. Soit X une variable aléatoire. Montrer que X, = max(0, X) et X_ = 
max(0, —X) sont des variables aléatoires. 


Solution. Soit X une variable aléatoire sur F. Alors X-'(A) € F pour 
tout À € B. Pour montrer que X.. est aussi une variable aléatoire, il 
suffit de montrer que X7!((—00, z|) € F pour tout z ER Опа 


X4! ((—oo, z]) = I X - (Loo, z]) je т š 0 


donc X;'((—oo, zJ) € F, et par suite X , est une variable aléatoire. De 
maniére similaire 

Ar _ 0 siz < 0 
X- ((-9,2]) = { X-U([-2,00)) siz > 0 


donc X-!((—oo, z]) € F, et par suite X- est aussi une variable aléatoire. 


3. Soit f(x) = kz(1 — z)?1(,:(z). Trouver k pour que f soit une densité 
de probabilité sur R. 


Solution. Puisqu'on doit avoir f 0, il s'ensuit qu'on doit avoir 
k > 0. Dans ce cas la fonction f est une densité si et seulement si 
Ja f(x) dz = 1. Or 


1 2 k 
if z(1— z) dz = i5. 
Donc k = 12. 


4. Soit f(z) = SC, all. Est-ce que f est une densité de proba- 
bilité sur R? 
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Solution. D'abord f > 0. Il reste à montrer que f, f(x) dz = 1. Or 


nr = LS . 
= Zell 026 f (2a — z) az ) 
- as (- [9e [0 -94) 
1 ра 
= эз Í (2a — z) dz 
_ 1 (= Dik `) 
T 2? -2 | 


= 1, 
ce qui prouve que la fonction f est une densité de probabilité. 





. Soit f(x) = Ze? l(oso)(r). Est-ce que f est une densité de probabilité 
sur R? 


Solution. La fonction f est une densité de probabilité si À > 0. En 
effet, f > 0 et 


[res = Î Le 7$ dz 
R o À 
= e L 
= 0—(—1)=1. 
. Soit f(z) = = t Trouver k pour que f soit une densité de probabilité 
sur R. 


Solution. Puisqu'on doit avoir f > 0, il sensuit qu'on doit avoir k > 0. 
Dans ce cas la fonction f est une densité si et seulement si 


5.2. Problëmes et solutions 311 


fe f(x) dz = 1. Or 


Il 
T 
8 
Ë: 


| 
*- 
T 
8 8 
m" 
+ 
h: 
P 


| 
*- 
R 
È 


ll 

ES 
RB 
є 


= Ei 


en faisant les changements de variables и = e et après (апд = u, Donc k =2 / z 


7. Soit X la variable aléatoire associée à la durée de vie d'une lampe (en 
heures). On suppose que la densité de probabilité a pour expression 


a 
z) = —1 z). 
f(z) = —laa(z) 
Quelle est la probabilité pour que la durée de vie d'une lampe soit 
inférieure à 1,5 heures ? 


Solution. Il faut d'abord trouver z. Or 


2 
a 3 
1 = Î = dx = ас. 
Donc a = š. Maintenant la probabilité de durer moins de 1,5 heures 
est 


8 [15 5 
Р(х < 1,5) =s Í 27942 = — = 0,740 700. 


8. Soit 
r si0<<zr<1 


sil<xr<2 


f(z) = 


wi 


0 ailleurs 
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la densité de la variable aléatoire X. Trouver 
i) P(X > 1). 

ii) Р(Х < 1). 

iii) P (4 < X < 2). 

Solution. i) 


, Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


_ f a(4z - 222) si0<x<2 
fa) = { 0 ailleurs 


i) Quelle est la valeur de a? 
ü) Trouver P(X > 1). 
Solution. i) Parce que f, f(x) dz = 1, il s’ensuit que 


2 
af (4x — 22?) dz = 1, 
0 


a ((#- =) Jj =1. 


ou 





Il 


Donc a 
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ii) On trouve 


P(X > 1) 


Га 
rr 


10. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


2r si0<x<1 
Ха) =f 0 ailleurs 


Trouver E(X). 
Solution. On a 


m 
2$ 
Il 
E 
Gi 
=> 
В, 
& 


Il 
— 
a 
B 


3 
11. Trouver la valeur moyenne de la variable aléatoire X dont la densité 
est donnée par 


a: 


2 si0<I<a 
J (z) = 


0 ailleurs 


Solution. On a 


E(X) = 5 Î z2dz, donc в(х) = 28, 


12. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


£= 10<2<1 
na =| 


0 ailleurs 
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13. 


14. 
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i) Préciser k. 
ii) Trouver E(X) et E(5X? — 3X +1). 
Solution. i) De f(x) > 0, il s'ensuit qu'on doit avoir k > 0. Puis, 


af 
NM 


i) E(X = Vzdz = 1/3. D'abord, E(X?) = ip 29/2 dx = 1/5. 
Done ES 5X? 3X +1) = 5E(X?) -3E(X) +1=1-1+1=1. 


ED 





Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 
312 siü0cz«l 
Ҳа) = { 0 ailleurs 


Posons (X) = 2X? — 1 et k(X) = ge, Trouver E(Ki(X)) et 
Е(Е(Х)). 


Solution, Оп а 


E(ki(X)) = Í ki (z) f (z) dz = Í (s? ? — 1)3z2 dz = =. 


Bä 


Ensuite 


1 
3 
Q0) = ыда Ја 
et parce que f) 3 dz diverge, E(k2(X)) n'existe pas. 


Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


f(z) = 


0 ailleurs 


Н si -1<2<1 


Trouver E(X”) pour n € N. 
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15. 


Solution. On a 


E(X”) = f. zoo! dz _ 5 (3 _ rs) | 


n+3 EE 





Donc 


= Sin est pair 
E(X”) = 


0 sin est impair 
Ainsi E(X) = 0, et par conséquent Var(X) = E(X?) = $. 


Soit X, ~ B(ni, p) et X> ~ В(по,р). Si les variables aléatoires X, et 
X» sont indépendantes, c'est-à-dire 


Р(Х, = Ti, Xz = q2) = Р(Х, = 21)P(X» = 22), 


montrer que X = X, + X5 ~ В(љ + na, p). 
Solution. On a 


Р(Х\+Х» = k) 
k 
= Y P(X =j, X2=k- j) 
j=0 
k 
= Y P(X1 =j)P(X; = k — j) 
j=0 


lt 


> (}e D (ra Sei 


j= 


- EO) 


j=0 


avec la convention que (2) = 0 si z > n. Comme (voir remarque А.9, 


Appendice A), 
Y nı пә = ni + Te 
j )\k-j k P 


j=0 
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il s’ensuit 


PQG + X =k) (ра - gym 


ce qui termine la preuve. 

16. Soit X ~ B(n, p). Si n est grand et p assez petit pour rendre np moyen, montrer 
que la variable aléatoire X suit approximativement la loi de Poisson de 
paramètre À = np. 


Solution. Posons À = np. Alors 


n! AM Ayer 
- eges) (7% 
n(n — 1) ---(n — k +1) А (1 — А)” 


n* E! (1— Ат) 
Maintenant pour n grand et p modéré 


n L k 
(1-2) =se, n(n-1--(n-k*1). (1-2) xi. 


n nk 


Donc pour n grand et p modéré on a 
A 
ды p™À 
Р(Х =k) = e E 
17. On admet que la probabilité de défaut d'un objet fabriqué à la machine est 0,1. 
Trouver la probabilité qu'un lot de 10 objets comprenne au plus un élément 
affecté d'un défaut. 
Solution. Notons par X la variable aléatoire qui donne le nombre d'éléments 
affectés d'un défaut parmi les 10 objets du lot. Alors X ~ B(10, 0, 1). La 
probabilité cherchée est 


(9) (0, 1)°(0, 9)? + (1) (0, 1)!(0,9)* = 0,736 100, 


alors que l'approximation donnée par la loi de Poisson mëne à e 
e"! =s 0,735 800, car À = 10x 0,1 = 1. 
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18. On suppose que le nombre d'erreurs par page dans ce livre est une variable 


aléatoire X ~ P(1/2). Trouver la probabilité qu'il y ait an moins une erreur sur 
cette page. 


Solution. On a 


P(X > 1) =1- Р(Х =0) =1- e 2 = 0,393 470. 


19. On considère l'expérience qui consiste à mesurer le nombre de particules a 


20. 


émises dans l'espace d'une seconde par un gramme de matière radioactive. Des 
expériences ont montré dans le passé qu'en moyenne le nombre de particules œ 
émises est 3,2, Donner une bonne approximation pour la probabilité qu'au plus 
deux particules œ seront enregistrées, 


Solution. Représentons le gramme de matière radioactive comme une collection 
de п atomes (n est grand). Chaque atome peut se désintégrer, ceci avec une 
probabilité de 3,2 / n pour la durée de mesure, et donner une particule q. On peut 
alors dire que le nombre de particules œ émises sera approximativement une 
variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre À = 3,2 et 
l'approximation est ici très bonne. La probabilité cherchée est 


(3, 2)? 


P(X < 2) =e 3? +3, 2e 732 + 2 


e 32 æ 0,379 900. 


Le nombre X d'oeufs produits par un insecte suit une loi de Poisson de paramètre 
À. La probabilité pour que l'oeuf se développe est p. Montrer que le nombre Y de 
survivants suit une loi de Poisson de paramètre 2p. 


Solution. On peut supposer que chaque oeuf se développe indépendamment des 
autres. Ainsi on aura 


ELE E E EE 


c'est-à-dire sachant que le nombre d'oeufs produits est n, le nombre Y 
de survivants est distribué selon une loi binomiale de paramètres л et 
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p. Par conséquent, si k > 0, 


21. 


P(Y =k) = Y P(Y=k|X =n)P(X =n) 


n>k 


AN 
_ m\B- k AT 
Uer: 


Il 
` 
TÉ 

т з 








k! 
n>k 
Ap* A(1 — p) 
- 200 yet 


k 
e ^ Ор) gü-» 


-A (àp)? 
€ "o: 


Donc la loi de Y est bien une loi de Poisson de paramètre Ap. 


On admet que le nombre de clients d'un bureau de poste au cours d'une journée 
est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre À. On note par 
p la probabilité qu'une personne pénétrant dans ce bureau de poste soit un 
homme. 


i) Montrer que le nombre des hommes et celui des femmes parmi les clients 
quotidiens sont des variables aléatoires X ~ P(Ap) et respectivement 
Y~ P(A1— p). 


ii) Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


Solution. i) Trouvons la probabilité P(X + Y = i + j). D'abord, en utilisant 
la formule 


P(A) = P(A | B)P(B) + P(A | B')P(B*), 
on trouve 


Р(Х = i Y=j) 
P(X=i, Y =j|X+Y =i+j)P(X +Y =i+ j) 
+P(X =i, Y=i|X+Y #i+Jj)P(X +Y Zi+ j). 
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Comme Р(Х — i, Y = j| X +Y x ¿+ j) = 0, il reste 
P(X=i Y =j) =P(X =i, Y =j | X+Y =i+j)P(X+Y =i+j). 


Maintenant, parce que .X + Y est le nombre total des clients, on a, par 
l'hypothèse 
EN Aj 
@ +3)! 
Si l'on sait que í + j personnes sont venues au bureau de poste, on trouve la 


probabilité que ; d'entre elles soient des hommes et j des femmes, en utilisant la 
loi binomiale, donc 


P(X+Y =i+j) =e 


P(X=i, Y =j|X+Y =i+j) = (sa - 9. 


Il s'ensuit que 


voa {ЖЛ sn NEP 
P(X =ü, Y =j) = ( i ja pye dr 
= eX oa - py 
— OPY Ana р)? 
D И 


d'où on obtient 


j -»АР)! «^ aa- AG — 2) 
Р(Х = i) = e? i Le AG) ji 
j 
= e ÀP (Ap 
ü' 
et de facon analogue on trouve 
— др\\? 
P(Y = D = e 1-9 aC р)) 
се qui montre que X ~ P(Ap) et Y ~ P(A(1— р)). 


ii) Comme 


P(X =š, Y =j) = P(X = i)P(Y = j), 


les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 
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22. Soit X, ~ Р(А) et Хә ~ Р(Х»). Si les variables aléatoires X, et X3 
sont indépendantes alors montrer que X = Ху + X> ^» Р(А + №). 


Solution. Il faut montrer que 
- A + A2)* 
P(X, + Xa = k) = е0 ra 
k 
Р(Х + X;=k)= у P(X =j, X2 =k - j) 


j=0 


Р(Х, 2 j)P(Xa = k - j) 


Ek 


-x M e? A 
л (C=)! m 


g Ov?) Qu + 22) S3 À ( M ) ( № ) 
À + Ae An + 


j= 


teil Qa + d2)* ( № Ae ) 
k! 


e 


ч. 
IL 
o 














g Oe) (№ + A2)* 
k! ` 


23. Soit X ~ H (n, №, a, b). Montrer que si N, a et b sont grands par rapport 
à n, alors X obéit approximativement à une loi B(n, p), où p = s. 


Solution. On trouve 


a b 
х-ы DI 
a! b! (N — n)!n! 
(a BIR (пак) NI 
_ та a-i a—k+1 
= CIS ol е-Ё+1 
b b-1 b— (n k-1) 


, — + ——— s i 


N-k N-k-1 N-k-(n-k-1l) 


(ra gz 


x 
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24. 


lorsque p =f, 1- p= È et a et N sont grands par rapport à n et k. 
Remarque. Soit X ~ H(n, №, а, b), et N, a et b grands par rapport à 
n, alors X ~ B(n, p), où p = a/N. Maintenant si n est grand et p assez 
petit pour rendre np moyen, la variable aléatoire X ~ P(À) où À = np. 
Donc, dans certaines conditions une variable aléatoire de distribution. 
H (n, №, a,b) obéit approximativement à une loi de Poisson. 
Soit X ~ H(n, №, а, Б). Trouver E(X) et Var(X). 
Solution. D'abord 
n 
EU = 3 KP(X =k) 
k=0 


- Ce 2 
- $C 903/(3) 
- Seen (26 Ne) / C) 


na - 
= Seu 17, 


en utilisant les identités 


М0) (1) Den) 


et où Y ~ H(n—1, N —1,a — 1,5). Donc, en posant і = 1, on obtient 
па 


En d'autres termes, si п balles sont choisies de façon aléatoire parmi un 
ensemble de N balles dont a sont blanches, le nombre espéré de balles blanches 
sélectionnées est na / N. 


En posant í = 2 dans l'équation de E(X^), on obtient 
E(X’) = FEY +1) 


TOON 


où l'égalité finale utilise le résultat précédent pour calculer l'espérance de la 
variable aléatoire Y. Comme E(X) = na / М, on trouve 


Var(X) = — ке SE D, e) . 


Si p = a/N est la fraction de balles blanches, on trouve finalement 


N-n 
Var(X) = pli - p), 





et avec la notation p = a/N, on trouve E(X) = np. 


Remarque. Si n balles sont sélectionnées au hasard sans remise parmi 
un ensemble de N balles dont une fraction p est blanche, le nombre 
espéré de balles blanches choisies est np. De plus, si N est grand par 
rapport à n (et donc si (N - n) / (N - 1) est approximativement égal à 
1), alors 

Var(X) & np(1 — p). 


En d'autres termes, E(X) est la même que lorsque la sélection des balles 
se fait avec remise (le nombre de balles blanches est alors binomial de 
paramétres n et p) et si le nombre total de balles est grand, Var(X) est 
approximativement égale à ce qu'elle vaudrait si la sélection était faite 
avec remise. Donc on retrouve le résultat que lorsque le nombre de balles 
dans lurne est grand, le nombre de balles blanches choisies obéit 
approximativement à la distribution d'une variable aléatoire binomiale. 


25. Si X G(p), montrer que P(X > n + kXX > n) = Р(Х > k). Cette propriété 
est généralement appelée propriété de perte de mémoire, ou encore 
propriété d'absence de mémoire. 


Solution. On a 


P(X»n) = A. р@-р) 
i=n+1 
= apr) 


ї=1 


II 
= є 
l 
= B 
D 3 
* "3 
= 
| 
= 
l 
= 
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Donc 


P((X >n + k) n (X > n)) 
P(X >n) 
Р(Х >n + k) 
P(X > n) 
_ Gr 
 (1-p)° 
(1—р)* 
= P(X > k). 


Р(Х>п+Е|Х >n) 


26. Soit X une variable aléatoire discrète telle que Р(Х > 0) = 1et Р(Х > 
1) =1-р> 0. Si 


Р(Х>п+Е|Х >п) = Р(Х > k), 


montrer que X ~ С (р). 
Solution. Оп а 
P((X >n+k) n (X > nJ) 
P(X >n) 
P(X > n + k) 
Р(Х >п) ` 


Р(Х>п+Е|Х> п) 


et puisque P(X > n + k | X > n) = Р(Х > k), on trouve 
P(X >n+k)= P(X > п)Р(Х> k), nm,k > 0, 
et Р(Х > 1) = 1— p. Par conséquent 
P(X >2)= P(X >1+1) = P(X > 1)P(X > 1) = (1 — p)°, 


t 
° P(X > 3) = (Р(Х > 2))Р(Х > 1) = (1 — °. 


Par itération, on trouve 


P(X > n) = (1 — p)”, n > 0. 
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Donc 


P(X =k) = P(X > k—1)— P(X > k) 
= (1-9 -ü0-9* 
= pi-p!, 
pour tout k > 1, ce qui prouve que X ~ G(p). 


27. Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On tire des boules une 
par une avec remise jusqu'à l'apparition d'une boule noire. 


i) Quelle est la probabilité qu'il faille exactement z tirages ? 


11) Quelle est la probabilité qu'il faille au moins k tirages ? 


Solution. Notons par X la variable aléatoire qui prend comme valeurs 
le nombre de tirages nécessaires jusqu'à l'apparition de la première 
boule noire. Alors X ~ G(p), ой p = e, 


i) On a 
P(X =n) = f 8 Ux b Ва"! 
(=) = а b+a (b+ a) 








ii) On trouve 


b co a n—1 
P(X 2k) = rE X (55) 


n=k 


(st) (s) И С) 
OE 


Notons qu'on peut obtenir ce résultat plus directement puisque la probabilité 
qu'il faille au moins k essais pour obtenir un premier succès est égale à la 
probabilité de n'avoir que des échecs sur les k - 1 premières épreuves, Cette 
probabilité pour une variable X ~ G(p), est donnée par P(X > k) = (1 - pr 




















28. Le jeu de roulette comporte 38 cases, 18 noires, 18 rouges et 2 vertes, 
Une bille lancée sur la roulette termine toujours sa course dans une des 
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cases, Pour des essais indépendants entre eux, sur une roulette bien équilibrée, 
soit X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir une case verte, 


i) Quelle est la probabilité qu'il faille au moins quatre essais pour obtenir 
une case verte ? 


ii) Quelle est la probabilité que l'obtention d'une première case verte se produise 
sur un nombre impair de lancers ? 


Solution, 


i) La probabilité p d'obtenir un succès, c'est-à-dire une case verte lors d'un lancer 
quelconque est 2/38 = 1/19 et le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un 
première case verte est une variable aléatoire X ~ G(1/19), Ainsi, on trouve 


P(X>4) = 1- P(X < 3) 
3 


= 1-Y0-»*'» 


k=1 
= 1-p({-p)+(-p)+(1-p)) 


- s (65) + (8) + (9) 


_ 1 (1027 
19 \ 361 


) = 0,850 269. 


Ainsi, la probabilité d'obtenir une case verte lors des 3 premiers lancers est 
faible (à peine 15%). On peut aboutir au même résultat plus simplement en 
remarquant que la probabilité d'obtenir une première case verte en au moins 
4 essais équivaut à la probabilité de ne pas obtenir de case verte lors des 
3 premiers lancers, ce qui correspond à 


з [18\° 
(1-р)? = (1g) 70,850 269. 
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ii) On cherche 
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УЎР(Х =2k +1) 


3220 - p) 


k>0 k>0 
1 
1— (1 р)? 
_ 1 
= Pr 


= P 





1 
2—р 
1 


1 
2— iş 
18 
37 
En conclusion, on remarquera que la probabilité d'obtenir une première case 
verte sur un lancer impair est plus faible que sur un lancer pair. 


29. On exécute une série d'épreuves indépendantes, chacune aboutissant à un succès 


avec la même probabilité p. Trouver la probabilité que r succès apparaissent 
avant que le m-ième échec ne survienne. 


Solution. Notons que r succès n'apparaissent avant le m-ième échec que si le 
r-ième succès survient au plus tard à la (r + m - 1)-iéme épreuve. En effet, 
si le r-ième succès a lieu avant cette (r + m - 1)-ième épreuve ou au plus tard 
lors même de celle-ci, elle intervient avant le m-ième échec et l'implication 
inverse est vraie. Par conséquent, on trouve la probabilité cherchée en utilisant la 
loi BN(p, r). Parce que les r succès peuvent apparaître en r + j épreuves, 
ou j = 0, 1, .., m- 1, la probabilité cherchée est 


= (" - jra _ py. 


nr 


30. Le problème des allumettes de Banach! - Un mathématicien se trouve 


être également fumeur de pipe et il porte à tout moment deux boîtes 


"Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais. 
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31. 


d'allumettes, une dans chacune de ses poches gauche et droite. Chaque fois qu'il a 
besoin d'une allumettes, il a une chance sur deux d'aller la chercher dans sa poche 
gauche et autant pour la poche droite. Il découvre subitement que la boîte tirée est 
vide. Les deux boîtes contenaient au départ N allumettes chacune. Trouver la 
probabilité qu'il lui reste encore k allumettes dans l'autre boîte, k = 0, 1, ... , N. 


Solution. Notons par E l'événement "le mathématicien découvre que sa boîte 
droite est vide alors qu'il reste k allumettes dans sa boîte gauche". Cet événement 
n'aura lieu que sil choisit la boite droite pour le (N+ 1)-іёте fois lors du 
(N | + N - k)-ième tirage. Donc on utilise la loi BN, r), où p= 1/2,r2 N 1 
et n Z 2N - k+ 1. Alors 


P(E) = Wa ? (y. 


Comme la probabilité est la même que ce soit la poche gauche qui se vide 
tandis qu'il reste k allumettes à droite, la probabilité cherchée est 


roA 


Quelle est la probabilité qu'un frappeur ayant 300 de moyenne, c'est-à-dire un 
frappeur qui réussit un coup sûr 300 fois en 1000 essais, obtienne son troisième 
coup sûr à sa cinquième présence au bâton? 


Solution. Soit p = 0, 300 la probabilité que le frappeur obtienne un coup sûr lors 
d'une présence au bâton. Supposons que cette probabilité reste constante et que 
les résultats soient indépendants d'un essai à l'autre, alors X le nombre d'essais 
nécessaires pour l'obtention d'un troisième coup sûr obéit à une loi binomiale 
négative, Ainsi, 


Р(Х =5) = (Jra - р)? 


= (2) (0, 3)*(0, 7)? = 0,079 380. 


32. Soit X - NB(p,r). Trouver E(X) et Var(X). 
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Solution. D'abord 


E(X") = > Gab "le a-p 
= р pel C) p Ha р)? 
= - da — um) ("7 "len — yen 


P = 1 


= L _ n—1 
- ;E(Y 1)" ). 


où Y ^ BN(p,r +1). On a utilisé l'égalité k(-1) = r (Ë) et après on a 
mis m = k+1. En posant n = 1 dans l'équation précédente, on obtient 
r 
E(X) = -. 
(X) 5 


En posant л = 2 dans cette même équation et en utilisant la formule ci-dessus 
pour l'espérance d'une variable aléatoire binomiale négative, on obtient 


E(X2) = 





Donc 





2 

r fr+1 r 
уең) = 1(%®1-а)-(®©) 

p p p 
т(1—р) 

р? 

Calculer l'espérance et la variance du nombre de jets d'un dé nécessaire pour 
obtenir 4 fois la valeur 1. 
Solution. Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de jets, alors 


X ~ BN(1/6, 4). Donc, en utilisant le probléme précédant, on obtient 


4 


(8) 


х 
ole 


= 120. 





E(X)=24, et Var(X)= 


eie 
E 
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34. Une urne contient а boules blanches et b boules noires, et а + b = N. On extrait de 
l'urne une boule à la fois et par la suite, après chaque extraction, on introduit dans 
l'urne, la boule extraite ainsi que c boules de sa couleur. Soit Y, la variable 
aléatoire qui prend comme valeurs le nombre de boules noires obtenu suite à z de 
ce genre d'extractions. Trouver la loi de probabilité de la variable aléatoire Y,, 
ainsi que E(Y,) et Var(Y„). 


Solution. D'aprés le probléme 53, Section 3.2, Chap.3, la variable aléatoire Y, 
prend les valeurs 0, 1,..., n avec les probabilités 





"V H22 a+ jo II + ho) 
P(Yn = k) = () (ат b+c)-- (arb (n= Do) 
Ona 
. A (ny DEZ (a + je) ПЕ + ho) 
Y =) (ето ат t 


En effet, on utilise l'egalité de Vandermonde 8 

n e PE) E n-1 
> (2) П@+әЦв+ю=[а+в-+в®. 
Dans notre cas, on obtient 


n n n-k-1 k-1 
>» () П («+29 [0 +h) 


k=0 j=0 h=0 


D (e T (+) (+) 


j= 


*Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 - 1796), mathématicien français. 
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d'oü le résultat cherché. 


Du plus, on a trouvé E(Y,) = np et Var(Ya) = np(1 — р) 2%, où 
p = + et par conséquent 1 — p = ў. 





Remarque. La loi de probabilité de la variable aléatoire du problème précédent 
est connue sous le nom de la loi de Pólya? Elle s'applique surtout pour les 
phénomènes, comme les maladies infectieuses, où la réalisation d'un 
événement, l'apparition de la maladie, augmente la probabilité d'être infecté 
avec la même maladie. 


Notons aussi que dans la loi de Pélya, c peut-être négatif. Parce que dans ce cas, 
les inégalités 
b+(k—1)e>1 et a+(n-k-1)e> 1, 


doivent être satisfaites, il s'ensuit que k doit satisfaire la double inégalité 


— 1 1-b 
max (0 п-1+*1) < k < min (n, taa). 


Notons que si N, a et b tendent vers l'infini, tel que 
= b = constant 
p = N = y 


alors 1 — p reste aussi constant, et si limy..… c/N = 0, alors 


n 
im P(Ya = k) = F(= p)" 
dim Р( =k) (la p)". 
donc dans ce cas, la distribution de Pólya tend vers la distribution binomiale de 
paramètres p et n. 


Notons enfin, que si c = -1, donc on ne remplace pas la balle choisie, avant la 
preuve suivante, on retrouve la distribution hypergéométrique. Notons cette 
variable aléatoire par X. Dans ce cas, c/N = -1/N et si k satisfait la double 
inépalité 


тах(0, n - a) < k < min(n, b), 


"George Pólya (1887-1985), mathématicien américain d'origine hongroise. 
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35. 


36. 


37. 


on à 


QC 


P(X = k) = Эч 


On retrouve aussi E(X) = np et Var(X) = &-p(1— p). (Voir 
problème 24). 





Soit Z ~ N(0, 1). Calculer les probabilités suivantes 

i) P(Z < 2). 

ii) P(Z < -1). 

iii) P(|Z| < 1, 96). 

Solution. i) P(Z < 2) = (2) = 0,977 200. 

ii) P(Z < —1) = Ф(—1) = 1 — Ф(1) = 0,158 700. 

ш) P(|Z| < 1,96) = @(1,96) — @(—1,96) = 26(1,96) — 1 = 0,95. 
Soit X ~ N(9, 25). Calculer Р(Х < 10). 


Solution. Z = X? et en utilisant les tables on obtient 





P(X <10) = (22 : x) 
&(1/5) 


0, 579 300. 


Soit X — N(3,9). Calculer P(X < 1). 


Solution. Z = X et en utilisant les tables on obtient 


Х-3 1-3 
P ( 3 ` =) 


= Ф(—0,67) 

1— (0,67) 
1 — 0,748 600 
= 0,251 400. 


Р(Х < 1) 
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40. 
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Soit X ~ N(20,49). Calculer Р(Х > 13). 


Solution. Z = X? et en utilisant les tables on obtient 


X — 20 13 — 20 
P ( 7 7 7 ) 


= 1—Ф(—1) 
@(1) 
0,841 300 








P(X > 13) 


Soit X ~ N(2, 4). Calculer P(1 < X < 4). 


Solution. Z = Z= et en utilisant les tables on obtient 


1-2 X-2 4-2 
P(1<X<4) = p (2< 22121) 
= P(-0,5< Z <1) 
@(1) — @(—0, 5) 
&(1) — 1 + (0,5) 
f 0,841 300 — 1 + 0,691 500 
= 0,532 800. 


Il 


Il 


Soit X ~ N(120,36). Calculer P(108 < X < 126). 
Solution. Z = X =120 et en utilisant les tables on obtient 








Il 


P(108 < X < 126) P (= < X 120 _ 126 — m) 


6 6 ^ 6 
= Ф(1)—4(—2) 

(1) + (2) —1 

0, 841 300 + 0,977 200 — 1 

= 0,818 500. 


il 


Soit X — N(3,9). Calculer 
i) P(2 < X < 5). 

ii)P(X > 0). 

iii) P(|X — 3| > 6). 
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Solution. D'abord, Z = Zei et en utilisant les tables on obtient 


i) 


P(2 < X < 5) 


i) 


P(|X —3| > 6) 


Р(Х > 0) 





P 2—3 Х-3 5-3 
3 3 3 


1 2 
PÍ-—- £ 
( s <<) 


2 1 

Ф __ 
(3) -#(-3) 
Ф(0,67) — Ф(—0, 33) 
0,748 600 — 1 + 0,629 300 


0,377 900. 


X-3 0-3 
WE > z) 


P(Z > —1) 
1—Ф(—1) 
1—(1-Ф(1)) 
$(1) 

0, 841 300. 


P(-6 > X --3> 6) 
P(X > 9) + P(X < -3) 


p (i.t. p(X=3 ==) 





3 3 
P(Z > 2) + P(Z < —2) 
1 — (2) + Ф(—2) 
2(1 — Ф(2)) 
0, 045 600. 


42. Soit Z ~ N(0,1). Trouver a et b tels que P(Z < а) = 0,582 et 
P(Z « b) — 0,326. 
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Solution. En utilisant les tables, on obtient a = 0,207 et b = -0,451. 


43. 


44. 


45. 


Soit X ~ N(1, 4). Trouver a tel que Р(Х < a) = 0,95. 


Solution. Z = #1 et en utilisant les tables on obtient 


Р(Х « a) =P (z< ell = ®((a — 1)/2) = 0,95. 





Donc (a — 1)/2 = 1,644 900 et a = 4,289 800. 


Soit X — N(10,25). Trouver a tel que P(X > a) = 0,95. 
Solution. Z = €? et en utilisant les tables on obtient 


X — 10 а — 10 
> 
P ( 5 ^ 5 ) 


P (z> =) 
5 
_ 1- P (z SI 


5 
` = 0,95 








Il 


Р(Х > a) 








d’où P(Z < €x) = 0,05. En utilisant les tables on obtient 


a — 10 





= —1,644 900 
donc 
a = (—1,644 900) x 5 + 10 = 1,775 500. 


Soit X ~ N(3, (12)?). 

i) Déterminer le nombre a tel que P(X > a) = 0, 625 500. 

ii) Calculer la probabilité p définie par p= PO. 25 < X < 4, 75). 
Solution. i) On a P(X < a) = 1 - 0, 625 500 = 0, 374 500. Donc 


p (X <>) =P (z s s>) = 0,374 500, 





12 7 12 12 


d’où (a — 3)/12 = —0, 321 300 et par conséquent a = —0, 855 600. 
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ii) On trouve 


46. 


47. 


p = P(3,25 < X < 4,75) 
3,25 — 3 BER 3) 
12 12 
= P(0,02 < Z < 0,15) 
= P(Z < 0,15) — P(Z < 0,02) 
0,559 600 — 0, 508 
= 0,051 600. 








= P( 


lI 


Soit X ~ Nit, 0°), telle que P(X > 3) = 0,841 300 et P(X > 9) = 
0,022 800. Déterminer sa moyenne et son écart-type. 
Solution. Posons Z = Xe, Alors Z ~ N(0,1). Donc 


P(X > 3) = P(Z > (3 — u)/o) = 0,841 300, 


et par conséquent P(Z < (3 — p)/œ) = 0,158 700 et par les tables on 
trouve Ф(—1) = 0,158 700. De même 


Р(Х > 9) = P(Z > (9 — u)/o) = 0,022 800, 


et par suite P(Z < (9 — u)/o) = 0,977 200 et par les tables on trouve 
(2) = 0,977 200. On obtient donc deux équations à deux inconnues, 
à savoir 
3-u 
— = —1 
c 
9—yu 
c 
Résolvant, on trouve u = 5 et œ = 2. 


= 2. 





Sachant que la longueur X d'une barre d'acier produite par un laminoir est une 
variable aléatoire normale, que sur 10 000 observations, il y en a 1 841 dont la 
longueur X est inférieure à 82 cm et 668 dont la longueur X est supérieure à 130 
cm, déterminer la valeur moyenne et l'écart-type de la distribution. 


Solution. On sait que P(X « 82) — 0,184 100 et que P(X » 130) — 
0,066 800. De plus, si Z — N(0,1), alors P(Z < —0,9) = 0,184 100 
et P(Z > 1,5) = 0,066 800. Soit u = E(X) et à? = Var(X). Comme 
x a la méme loi que Z, on en déduit que 82-6 = —0, 892 700 = —0,9 
et 39-4 = 1,499 500 œ 1,5. Donc y = 100 et œ = 20. 
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Soit X ~ Ni, ol. Calculer P(IX — ul) < о). 


Solution. Soit Z = аса. Alors Z ~ N(0,1). Donc 
P(|X — " <o) = P(|Z| < 1) 
= P(-1<Z<1) 
= e()-&(-1) 
= Ф(1)—(1-Ф(1)) 
= 2Ф(1)-1 
0,682 600 


Soit X ~ N(u,c). Calculer E(|X — u|). À quoi pourrait servir cette 
quantité? 


Solution. Par définition, on a, en faisant le changement de variable 
z = SCH 


е? 


aY dr 


E(|X — ul) 





Í eck: ule? 

IR =o lale t dz 

ART. ze 3 dz 

—1542]99 

ei Cep 
2 


TA} =. 
T 


Il 


Il 





On pourra se servir de cette quantité pour mesurer l'écart-type (à une constante 
près) ou encore pour mesurer la dispersion autour de la valeur moyenne. 


On désire envoyer par câble un signal électronique binaire, donc valant 
0 ou 1, d'un point L, à un point Z. On sait que la transmission est 
affectée par des perturbations, dites bruit. Aussi on émet un signal 
d'intensité 2 lorsqu'on veut indiquer 1 et d'intensité -2 lorsqu'on 
veut communiquer 0. Notons par x,où x = +2, la valeur émise en L, 
et par у la valeur enregistrée en Ls. Alors y = x + E, où E représente 
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51. 


l'erreur due au bruit du canal de transmission. Le décodage du signal en L, obéit à 
la règle suivante : Si y > O, 5 alors il est interprété comme signifiant l, et si 
y < 0, 5 alors il est interprété comme signifiant 0. D'habitude le bruit E est de 
distribution normale. On supposera ici que E — N(0, 1). Expliciter les deux types 
d'erreurs qui peuvent survenir et trouver leurs probabilités. 


Solution. Deux types d'erreurs peuvent survenir, à savoir un signal 1 est 
faussement compris comme un 0, ou l'inverse. Notons par A l'événement "on a 
envoyé le signal 1", par B l'événement "on a envoyé le signal O", et par C 
l'événement "il y a une erreur". Alors le premier type d'erreur sera observé si le 
signal envoyé est 1 et 2 + E < 0, 5. Le second type d'erreur sera observé si le 
signal envoyé est 0 et -2 + E > 0, 5. Ainsi 


li 


P(C|A) = P(E«-—1,5) 
1- (1,5) 


0,066 800 


et 


P(C|B) = P(E>2,5) 
1 - (2,5) 
= 0,006 200 


Il 


Soit X ~ Gamma(1, 1/2). Trouver Р(Х > 2). 


Solution. Notons d'abord que la densité de la variable aléatoire X est 
donnée par 

0 siz < 0 
Zei =| 2e7* siz > 0 


Ona 


Р(Х >2)=2 / e? dz = е?" |> = e™* æ 0,018 300. 
2 


Notons que si X ~ Gamma(1, 1/2), alors X ~ € (2). 


52. Soit X ~ Gamma(n, B), n € N. Calculer Р(Х > t). 


338 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


Solution. On a 
со Tr l z 
t) = ——e À dz. 
PIX>9 | T mi 
En intégrant par partie, avec u = Rs et dy = - je Š dz, on 
trouve 


Le GT œ g _, 
P(X > t) =e 21+ / [CREPIS 8 dz. 


Par itération, on a donc 


n-i Le 1 k 1 
Р(Х >з) = Ae? (5) a 
k=0 
53. Si X ~ &(A), montrer que P(X > n + k N X > n) = Р(Х > k). Cette propriété est 
généralement appelée propriété de perte de mémoire, ou encore propriété 
d'absence de mémoire. 


Solution. Rappelons que la densité de la variable aléatoire X est donnée par 


_— ; Xe ^ siz > 0 
Ха) = { 0 ailleurs 


Par conséquent 
P(X>n) = Î Àe ^" dz 
ee 


n 
-Àn 


= e 
Donc 
P((X >n +k) N(X > n]) 
P(X > n) 
P(X>n+k) 
Р(Х > n) 
e XMn+k) 


P(X>n+k|X >n) 


Il 


er 


e 


Р(Х > k). 
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54. 


55. 


Dans un bureau de poste, le service est assuré par deux employés, Lorsque le 
client Jean y entre l'un des employés sert la cliente Marie tandis que l'autre 
répond à la cliente Lise, On admettra que Jean sera à son tour servi dès le départ 
de Marie ou de Lise Le temps passé par un employé de poste pour chaque client 
est distribué d'après la loi (А). Quelle est la probabilité que Jean soit le dernier 
des trois clients à sortir de ce bureau de poste ? 


Solution, On peut adopter l'approche suivante : au moment où Jean trouve un 
postier libre, l'un des deux autres clients vient de partir tandis que l'autre est 
encore au guichet. Mais ce dernier, en vertu de l'absence de mémoire des 
variables aléatoires de la distribution (À), va rester pendant un temps qui est 
toujours distribué (А). Tout ce passe comme si le client venait d'arriver au 
guichet. Par conséquent Jean a une chance sur deux de sortir le dernier, du fait de 
la symétrie des deux situations. 


On suppose que la durée d'une conversation téléphonique, mesurée en minutes, 
est une variable aléatoire X e(1/10). Vous arrivez à une cabine téléphonique et 
quelqu'un passe juste devant vous. Trouver la probabilité que vous devrez 
attendre 


i) plus de 10 minutes. 
ii) entre 10 et 20 minutes. 


Solution. i) On trouve 


P(X » 10) 


° 1 yo 
—e 9 dz 
]. ï 
—z/10|°° 
— e lio 


lI 


lI 
œ 


à 


0, 368. 
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ii) On a 


20 
1 
Р(10<Х <20) = f gd 
10 


_„-®/10|20 
е | 


ll 


el-—e 


0,368 — 0,135 
= 0,233. 


-2 


à 


56. La durée de vie, en heures, d'une ampoule est une variable aléatoire continue 
X ~ e(1/10). Trouver le nombre т d'heures tel que avec une probabilité 0,9 
l'ampoule va brûler avant г heures. 


Solution. De 


51 4 
] ateos 


— Z. |Ê -4 
—e | 21—e 16 = 0,9 


on trouve 


donc е1 = 0,1 et par conséquent t = —101n(0, 1) = 23. 


57. La durée de fonctionnement d'un ordinateur avant sa première panne est une 
variable aléatoire continue X dont la densité est donnée par 


0 siz < 0 


f(z) = 


Àe-z/100 siz 0 
Trouver la probabilité que la durée de fonctionnement soit comprise 
entre 50 et 150 heures. 
i) Trouver la probabilité que l'ordinateur fonctionne moins de 100 heures. 


Solution. i) Comme 


1= Î f(x) dz = À Î ez gr, 
0 


— C0 
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on trouve 
1 = —100e"%1%/ = 1002, 
donc À = gd et X ~ (115). Ainsi la probabilité que la durée de 


fonctionnement de l'ordinateur soit comprise entre 50 et 150 heures est 
donnée par 


P(50 « X « 150) 


II 


150 1 лов 
— e7 dy 
Í. 100 


— _,-#/100/150 
= -e [so 


e-1⁄2 _ e-3/2 


0, 383 


ll 


2 


ii) De façon analogue . 


P(X < 100) 


Il 


18 1 100 
— az, 
Î 100 "e 


— —z/100 100 
= cem 
= 1-e 
=з 0,632 


Donc l'ordinateur tombera en panne avant sa 100-ième heure de service 
approximativement 63 fois sur 100 en moyenne. 
58. Soit X ~ U(0,10). Calculer les probabilités suivantes 
i) P(X « 3). 
ii) P(X » 6). 
iii) P(3 < X < 8). 
Solution. On trouve 


i) 


342 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


ii) 
10 1 4 
P(X > 6) = f To Œ 71g 

iii) 
Ра<Х<в Ze? 
( 3 10 2 


59. Soit X ~ U(a, b). Trouver 
i) la fonction de répartition de X. 
ii) les moments E(X*), k € N. 


Solution. i) Comme 








= sia<z<b 
f(z)= | 
O ailleurs 
il s'ensuit que 
0 siz <a 
F(z)= 4 £ sia<x<b 
1 si x > b 
ïi) On trouve 
E(X*) = dg pu ak+1 | 
b~a "Lad ` (Е + 1)(b — a) 
En particulier > 2 A 
5-а а+ 
E(X) = 2b-a) 2° 
et 
Е(Х?) № +а+а | 
3 
par conséquent 
(a - dj 
Var(X) = 
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60. Soit X ~ U(-1, 1). Calculer la fonction de répartition des variables aléatoires 
i) WN 
ii) 4 - X. 


Solution. Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X, donc 


0 siz < —1 
FP(z)= 8 s -1Xz«1 
1 six> l 


i) Posons Hi (z) = P(|X| < z). On a tout d'abord Н (х) = 0 si z < 0, 
et H,(z) =1 si z > 1. De plus, si 0 < x < 1, on a 


H,(z) = P(—z < X < z) = F(z)— F(—z) = 377 
Donc |X| + U(0, 1). 


ii) Posons Н,(у) = P(Y < y), où Y = 4— X?. Puisque P(Y € (3,4)) = 
1, on aura Ho(y) = 0 si y < 3, et Ho(y) = 1 si y > 4. Maintenant, si 
y € (3,4), on a 


Ho(y) = P(Y <y) 
= P(4-X?«y) 
= P(X°> 4- у) 
= Р(|Х|> 1⁄4 -y) 
= 1—Hi(y4- y) 
= 1—44-y 


61. Soit X ~ U(0,1). Trouver les fonctions de répartition et de densité associées à la 
variable aléatoire X". 


Solution. Posons Y = X". Soit x < 0, alors P(Y < x)= 0, et donc 
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F(z) = 0. Soit maintenant 0 < z < 1. On trouve 


Fy(z) = P(Y <z) 
Р(Х" < z) 
Р(Х < z^) 
Fy(z1/n) 

= r”, 


Il 


Il 


[| 


Enfin, si z > 1, on a Fy(z) = Fx(z) = 1. Par conséquent 
0 siz < 0 
Fy(z)= 4 z^ si0<x<1 


1 siz > 1 


La densité de la variable aléatoire Y, on l'obtient par la dérivation de la fonction 
de répartition. Donc 


AD si0<x<1 
fv(z) = 


0 ailleurs 


Soit X — U(0,1). Trouver-les lois de probabilité associées aux variables 
aléatoires suivantes 


i) U = —In X. 

ii) V = tanz(X — 0,5). 

Solution. i) Comme P(0 < X < 1) = 1, on a P(U > 0) = 1. De plus, 
si u > 0, on a 


Fy(u) 


Il 


P(U < м) 


P(-hX <w) 
Р(Х > e") 


_ -u 
= l-e”, 


qui est la fonction de répartition d'une loi exponentielle de paramètre 1, donc 
U ~ e(1). 


5.2. Problëmes et solutions 345 


ii) On a, voir l'exemple 8, dans 5.1.5, 


63. 


Fy(v) = P(V <v) 
= P(tanr(X —0,5) <v) 


= Р(Х < 0,5 + i arctan v) 
= 05-4 1 arctan v 
x 
U 
1 
= | == dt, 
Í T (1 + #2) 


qui est la fonction de répartition d'une loi de Cauchy, de paramètres 0 et 1, donc 
V ~ C(O, 1). 


Soit X ~ U(0,1) et Y ~ U(0,1) deux variables aléatoires indépendantes. Trouver la 
densité de la variables aléatoire X + Y. 


Solution. Notons d'abord que 


1 si0<a<1 
0 autrement 


fx(a) = fy (a) = { 


La densité de la variable aléatoire X + Y est obtenue par la convolution 
des fonctions fx et fy, donc 


fx+y(a) = ] «6-06 
= [ tx(a-v) du 


Pour 0 < a < 1, on obtient 


fxay(a) = / "dy =a, 


tandis que pour 1 < a < 2, on aura 
1 
fx+v (a) = Î dy =2— a. 
a-1 


Ainsi 
a si0<a<1 
Їхау(а) = 4 2—a sil<a<2 
0 autrement 


Fi NIA NAAN "Mt ы мєл шы асы ыы kr Zi NA A 


Solution. Notons d'abord que 


P(Y =0) = Р(Х < 0) =1/2. 


Si z < 0, alors 


Si 0 < z < 1, alors 





On a donc obtenu 


0 si x < 0 


Fy(z)-4 Si si0<x<1 


1 siz > 1 


La loi de probabilité de la variable aléatoire Y n'est pas discrëte, car 
P(Y = 0) = 1/2 et P(Y = у) = 0, pour tout y Z 0, par conséquent 
Y. P(Y = у) = š < 1. De plus la loi n'est pas continue, car P(Y = 
0) = 1. 


65. Soit X ~ Beta(2, 2). Calculer Р(Х < 0,2). 


Solution. Notons d'abord que si 0 < z < 1, alors la densité de la 
variable aléatoire X est 





Ка) = sr zel - z) = 6z(1 — z), 


donc Set z) sio 1 
—z) si0 <zxz < 
f(z) = { 0 ailleurs 
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66. 


Ona 


т 0,2 


Р(Х < 0,2) =6 f ap ae (2-5) 


Soit X < C(0, 1). Trouver les fonctions de répartition et de densité de 
la variable aléatoire Y — X?. 





J = 0,104 400. 
0 


Solution. Si z < 0, alors Fy (x) = 0. Si z > 0, on trouve 
Fy(z) = PO < z) 
= P(X!< z) 
= P(-Vz&X < vz) 


où (voir problème 62 ii)) 


F (s) = f —l gt=l+larctang 
X Lett +e 2'r ` 


Notons que 


1 1 1 1 
Fx (z) + Ёх(—т) = E arctan z + 5) + G arctan(—z) + >) =1, 


d’où 
Fx(-x) = 1 — Fx(a). 
Si z > 0, on trouve 
2 
Fy(z) = 2Fx(Vz) -1- Z arctan(v/z). 
Par conséquent 


2 arctan( yT) siz 20 
Fy (z) = 


0 ailleurs 


Enfin la densité est donnée par 


d l(1-cz)/z)! siz >0 
fv (z) = 3 Fy (z) = 
0 ailleurs 


Cnapitié о. vatiaDies aléatoires et 1015 de ProDaDintes 


67. Soit X une variable aléatoire de densité fx Trouver la densité de la variable 


68. 


69. 


aléatoire Y = X ?. 


Solution. Trouvons d'abord la fonction de répartition de Y, 


Fy(y = P(Y <y) 
Р(Х? € y) 

-1⁄9 < X < v) 
Bet) — Fx(- 9). 


Une dérivation nous donne la densité, donc 


fr (y) = (fx(Vu) + fx C^ v/v) 


H 


ll 


1 
2./9 
Soit X une variable aléatoire de densité fy. Trouver la densité de la variable 
aléatoire Y = XXX 


Solution. Trouvons d'abord la fonction de répartition de Y. Soit y > 0, alors 


Fy(y = PU < у) 
P(|X| < z) 
P(-y < X < у) 


Fx (у) — Ёх(—у). 
Une dérivation nous donne la densité, donc 


fy (v) = fx (y) + fx(-_y). 


Soit X une variable aléatoire continue non-négative de densité fx. 
Trouver la densité de la variable aléatoire Y = X”. 

Solution. Soit h(z) = z*, alors Y = A(X). La densité de la variable 
aléatoire Y est donnée par (voir remarque 4, en 5.1.2), 


Il 


Il 


(y) = xt (h-1( 9D [Eh (y | si y = h(z) pour un z quelconque 
si y Æ h(x) pour tout z 


ou h-1(y) est la valeur z telle que A(x) = y. On trouve 
h^ (y) = у", 
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donc 4 1 
— -1 =- 1-1 
dy (ec SC 


et par conséquent 


1 i. 
fr (v) = PUE ! fx (y!/). 
En particuliére, pour n — 2, on a 
1 
fr (y) = z ` Tt D, 


et comme dans ce cas fx(-./y) = 0 car la variable aléatoire X est 
non-négative, on obtient le résultat du problème 67. 


70. Soit X une variable aléatoire continue ayant une densité de probabilité f, 
symétrique par rapport à l'origine, et telle que X? possède une densité de 
probabilité exponentielle de paramètre А. Déterminer la fonction de répartition F, 


Solution. Puisque f; est symétrique par rapport à l'origine f(x) = f(-x), pour tout x 
€ К. Comme X est aussi une variable aléatoire continue Р(Х = x) = 0 pour tout x 
€ R et donc 


Р(Х < —z) = Fx(—z) 21— Fx(z) = Р(Х > z). 


Maintenant, en utilisant encore une fois que la fonction f, est symétrique par 
rapport à l'origine, on obtient 


li 


P(X? » z?) Р(Х > |z|) + P(X < -|zl) 


2P(X > |z|), 


donc 


1- Ех(|=]) = Р(Х > |5) 
= SPC > z?) 
1 Аж? 


= >° 
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D'où 
le six <0 
Fx(z) = 
1- le ^? siz > 0. 
Soit 
322 si —1<z<1 
f(z) = 


0 aileurs 
Montrer que f (x) est une densité et trouver la fonction de répartition 
correspondante. 


Solution. La fonction f est non-négative, continue sauf en x = -1 et x = 1. 
De plus, 


] 

T 
l & 
9, 
8 


J хә É 





Donc f est une fonction de densité. Trouvons la fonction de répartition 
correspondante. Pour x < -1, 


F(s) = Г tas = Tan =0. 


Si—1 <z <1, 


3 
8 
~ 
Il 


-1 23 
Î a+ f =Ë dt 
—00 12 


BI 
0+ 5 
z? +1 

2 


Il 





-1 
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et si z > 1, 
-1 13 т 
F(z) = Í оа f sP a+ | 0dt 
—oo -1 1 
1 
= 0+ y| +0 
= 1 
Donc, on à 
0 siz < —1 
Е(х) = 4 9H s -1<2<1 


1 siz>1 


On remarque que F est continue partout, dérivable sauf en -1 et en 1 et que F ! (x) 
= f(x) pour x #-1, 1. 


72. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


0 siz < 0 
f(z) = 


Ae siz > 0 


où À est un nombre réel positif. Trouver la fonction de répartition de X. 


Solution. Pour x < 0 on a 


F(a) = Tag dt = [ оао, 


et pour z > 0, опа 


F(z) = IR код 


- L i Jet dt 


= Gel 


= Leg, 
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Donc, on obtient 


0 si x < 0 
F(z) = 
Lech siz>0 


On remarque que F est continue partout, dérivable sauf en z = 0 et 
F'(z) = f(x) pour x Z 0. 


73. Soit X une variable aléatoire telle que P(|X — Ц = 2) = 0. Calculer 
P(|X — 1| > 2) à l'aide de la fonction de répartition Fy. 


Solution. On a 


P(IX-11>2) = P(X 23)+ P(X <-—1) 
P(X > 3) + P(X < -1) 


1 — Fx (3) + Fx(—1), 


ll 


car P(X = 3) = 0. 


74. Considérons un point choisi au hasard à l'intérieur d'un disque de rayon r du plan 
et soit X la variable aléatoire qui représente le carré de la distance de ce point au 
centre du disque. Calculer la fonction de répartition de X. 


Solution. Soit B, la boule de rayon т centrée en 0. Alors l'aire de B,, 
dénoté par |B, | est тт?. Soit F la fonction de répartition de X. Il est 
clair que F(x) = 0,siz < 0 et F(z) =1, siz > г. Si 0 < x < г, on a 





B 


18, r2 
D'où 
0 siz<0 
Fx(z)24 5 si0<z<r? 
1 siz>r? 


et donc X ~ U(0,r?). 
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75. Soit X une variable aléatoire continue à valeurs positives qui puisse représenter la 


76. 


durée de vie d'un certain composant. Soit F sa fonction de répartition et f sa 
densité. La fonction 


_ Аа) 
№) T 1— F(z) 


s'appelle la fonction faux de panne, ou encore taux de hasard, ou force de 
mortalité. Montrer que 


Р(Х є (z, z + dz)| X > z) = A(z)dz, 


et donner une interprétation de ce résultat. 
Solution. On a 
P((X € (z, z --dz))n (X > z)) 
P(X > z) 
Р(Х € (z, z + dz)) 
P(X > z) 
_ 1 j F(z + dz) — F(z) . 
P(X > z) dx 
f(x) 
1— Р(х) 


P(X € (z, z + dz)|X >т) = 





= 


On peut interpréter ce résultat comme suit : A(x) représente un taux de panne 
conditionnel instantané, la condition étant que le composant ait pu assurer 
déjà x heures de service, 


Montrer que la fonction taux de panne d'une variable aléatoire continue 
à valeurs positives détermine entièrement sa fonction de répartition. 


Solution. Soit А(х) la fonction taux de panne, alors par définition 


d 
ҳа) = ED 


L'intégration des deux membres donne 


їщ(1— F(z)) = - [xo t) dt + k, 
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ou 
1 — F(x) = ebe fo 4, 
Or k = 0, ce que l’on voit en posant x = 0, car F(0) = Р(Х < 0) = 0. 


Donc 
F(z) = 1— e- AD de, 


Remarque. Si A(x) = а + ër, on obtient 
F(z) = 1 — е7°2702%/2, 
et sa densité, раг dérivation sera 


f(x) = (e + Baje OED, x > 0. 


77, On dit que le taux de mortalité chez les fumeurs, à tout âge est le double de celui 


des non-fumeurs. Comparer leur probabilité de survie au-delà de b années 
sachant qu'ils ont survécu а années, 


Solution. Notons par А f (x) le taux de mortalité pour un fumeur âgé de x années 
et par A) celui d'un non-fumeur du méme âge. Comme le taux de mortalité des 
fumeurs est le double du taux de mortalité des non-fumeurs, on a 


Mx) = 2), (x). 
Soit a < b et considérons les événements : 
B, - "un non-fumeur survit au-delà de b années , 
An- "un non-fumeur survit au-delà de а années" , 
B;- "un fumeur survit au-delà de b années", 
Ay- "un fumeur survit au-delà de a années". 


Soit Р, la fonction de répartition pour X , la variable aléatoire représentant le 
temps de survie (en années) d'un non-fumeur. On veut comparer 


P(B\A,) et P(BM)). 
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On a (voir problème 76) 


P(B, n An) 


P(An) 
1— Fr (b) 


1 - Е.(а) 


e D a (a) dz 
e- Jo An (s) dz 


P(B,.|A,) 


= e D An(z) de 
et de même 
e^ fi A (z) dz 
es An (z) dz 
(ео)? | 


P(B;lAr) 


Donc si Pon a deux individus du même âge, dont l’un est fumeur et 
l’autre pas, la probabilité que le fumeur survive à un âge donné est le 
carré (non la moitié) de celle du non-fumeur. Par exemple, si À, (x) = 
ap 50 € z x 60, alors la probabilité qu'un non-fumeur ágé de 50 ans 

` atteigne l'âge de 60 ans est e-1/3 = 0, 718 920 alors que pour un fumeur 
elle vaut e7?/3 & 0, 516 850. 


78. Montrer que la fonction taux de panne d'une variable aléatoire X ~ (А) est égal 
au paramétre 4. Justifier le résultat. 


Solution. On trouve 


A(z) = 





= À. 


Dans le cas d'une durée de vie exponentielle, l'absence de mémoire de cette 
distribution (voir problème 53), signifie que la durée de vie résiduelle d'un 
composant conditionnellement à une durée de service x jusque-là est de même 
distribution que la durée de vie initiale, 


356 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


79. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est donnée par 


z=v Y . 
1- e Cs*) siz > v 
F(x) = 
0 siz < v 
où v, œ, et B sont des paramètres, et v € (—oo, co), o, B € (0, оо). 


On écrira alors X ~ W(a, 8, v). Cette distribution s'appelle la loi de 
Weibull.19 


i) Trouver la densité de X. 
ii) Calculer E(X) et Var(X). 


Solution. i) Par dérivation on obtient 





rw = | ©) Eye) т>» 
2) = 


0 six <v 


й) On a 





E(X) = Î E (Y tra 


Q 


[eż + De Pt dz 


0 


co со 1 
d е? dz +a Í z8e *dz 
0 0 


v+ar (244), 


Il 


en faisant le changement de variable z = (s=), donc z = az!/8 + v. 


De la mëme façon on trouve 


E(X?) =v + 2avï (>) + aT (242) , 


PWaloddi Weibull (1887-1979), physicien suédois, 
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et par conséquent 


Var(X) = 


(i 
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242) (s) 


Remarque. La loi de Weibull fut introduite comme modèle pour représenter la 
tension à laquelle un matériel se brise. Cette loi est aussi utilisée pour 
représenter la durée de vie d'un produit. 


80. Calculer la fonction taux de panne d'une variable aléatoire de Weibull, 
X ~ W (a, B, O) et montrer qu'elle est croissante quand 8 > 1 et décroissante 


quand ñ < 1. 


Solution. D'abord, si v = 0 et x > 0, 


Alors 


A 
в, 
l 


L 


se 


1— e (2) 


GER 


Af = 





0 


1 


B 
) et par conséquent 


A(z) 


f(z) 


1 — Fis) 
8 (в)! Bi 


` e (zY 


TO 


Donc la fonction taux de panne est constante si f = 1, et dans ce cas, f (x) est la 
densité d'une variable aléatoire X ~ #(1/a), et Хх) = 1/a 


358 


Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


(voir problème 78), tandis que A(x) est une fonction croissante de x si B > 1 et 
décroissante de x si B< 1. 


Remarque. La loi exponentielle est un cas particulier de la loi de Weibull 
(lorsque v = Qet B = 1), ainsi que de la loi Gamma (voir 4 dans 5.1.4). 


Remarque. La distribution de Weibull est importante dans les applications, car 
par le choix approprié de B elle peut être utilisée pour modéliser les cas où la 
fonction taux de panne est croissante ou décroissante et aussi pour les cas où la 
fonction taux de panne est proportionnelle à une puissance de x. 


81. Une compagnie demande à ses clients d'inspecter le produit qu'ils achètent dès 


qu'ils en prennent possession et, de retourner sans délai tout produit non 
satisfaisant, Supposons que le temps (en semaines) qui s'écoule entre la vente 
d'un produit non satisfaisant et son retour, est une variable aléatoire 
X ~ W(1, 2, 0). Trouver la probabilité qu'un produit non satisfaisant revienne à la 
compagnie moins d'une semaine après avoir été livré ainsi que le temps moyen 
d'un retour, 


Solution. On trouve 


1 
P(X«1)- Î 2ze-* dz = 1 — e =s 0,632, 
0 


et le temps moyen d'attente pour le retour d'un produit non satisfaisant 
est E(X) = T (3/2) = 1/21 (1/2) = 3/7 = 0, 886 semaines. 


82. Soit 





Y- (z — 20 
a 
Montrer que si X ~ И (а, 8, v) alors Y ~ £(1), et vice versa. 


Solution. Rappelons d'abord que la densité de la variable aléatoire X 
est 


—1 {zf 
CORRE ET 
fx(z) = 
0 si z < v 
Considérons la fonction h(z) = (2z*)^. Alors Y = A(X), et la densité 
de la variable aléatoire У = h(X) = (Ga est donnée par (voir 
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remarque 4 dans 5.1.2), 


d 
fv(y) = fx Qi O 
On trouve 
h (y) = ay? + v, 
et 
d -1 _. Q 1.4 
à (y) = 37° 


Раг conséquent 
d Bua O 1 
у) =h Hy) = Zy he уй ! =e 3. 
fx(h ^ (y) ah (u) = су Же 8° е 
Notons enfin, que si z > v, alors y > 0, et on trouve 


. _ f e” siy>0 
fv(y) = { 0 autrement 


donc Y ~ £ (1). 


Montrons maintenant que si Y ~ £(1), alors X ~ W(a, 8, v), où 
X = ay!/6 + v. Considérons la fonction h(y) = оу! + = z. Alors 
h-l(z) = (=), et si y > 0, alors z > v. Puis 


Ака) = 8 TEE 


et parce que fy(y) = e^*, on obtient 





] 
= 
em 
= 

Sle 

L 
— 
B 


fx(z) 





et donc le résultat désiré. 


83. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


fs) = 5679, 


360 Chapitre 5, Variables aléatoires et lois de probabilités 


où x € R. On dit que la variable aléatoire suit une loi de Laplace de paramètre А. 
Trouver la fonction de répartition de X. 


Solution. On trouve 


1 J" Хе dz siz <0 
F'(z) = 
LU Хел de +i D edr siz >0 
Donc j 
le" siz«0 


F(z) = 
1—-1e"* віт> 0 


84. Dans les conditions du problème 50, оп suppose maintenant que le bruit du canal 
de transmission est une variable aléatoire E de distribution laplacienne de 
paramètre À = 1. Trouver les probabilités des types d'erreurs qui peuvent 
survenir. 


Solution. Comme auparavant, deux types d'erreurs peuvent survenir, à savoir un 
signal 1 est faussement compris comme un 0, ou l'inverse. On note par À 
l'événement "on a envoyé le signal O", par B l'événement "on a envoyé le 
signal 0", et par C l'événement "il y a une erreur". Alors le premier type d'erreur 
sera observé si le signal envoyé est 1 et 2 + E < 0, 5. Le second type d'erreur 
sera observé si le signal envoyé est 0 et -2 + E > 0, 5. Ainsi 


P(C1A) = P(E < -1,5) 


5 E 
0,111 600 


et 
P(C | B) 


P(E > 2,5) 
= 1- P(E < 2,5) 

1-14 ge? 
x 0,041. 


En comparant ces résultats avec ceux du probléme 50, on constate que les 
probabilités d'erreur sont plus élevées si le bruit est laplacienne de paramétre 
А = 1, que s'il est de distribution normale centrée réduite. 
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85. Montrer que si F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X, alors 
1 - F((-x)-) est la fonction de répartition de la variable aléatoire -X. 


Solution. On a 


Р(-Х <z) = P(X>-5) 

lim P(X > —z— ë) 
= Watt F(—z — 9) 
= 1- F(-3)-). 


86. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 
| å sil< z< oo 


0 ailleurs 


f(z) = 


i) Trouver E(X). 
ii) Montrer que E(X") n'existe pas, pour n > 2. 


Solution. i) On trouve 


œ 
=2. 


E(X) = 2 dy = —2 
1 T| 


z3 





ii) Si n > 2, alors 


Е(Х") 


IV l 
— — 
8 8 
8, 8, 
z^ ^ 
= € 
È в 


E(X2) 
œ 222 
J PX 
= 2lnz|r 
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87. Soit X ~ G(p). Trouver E(X) et Var(X). 


Solution. Posons q = 1 - p. Alors 


E(X) 





Calculons maintenant E(X?). On trouve 


E(X?) 


co 

>» nèg lp 

п=1 
оо 


a (15,500) 
= (et) — 4) 2) 


sert 


5.2. Problèmes et solutions 363 


Donc 
Var(X) = Е(Х?) – (E(X)? 
2,2 1101 
pP p p 
1-р 


P» 


On peut obtenir ces résultats par une autre méthode, voir probléme 141 iii). 
88. Trouver les moments de la variable aléatoire X ~ Gamma(a, B). 


Solution. On a 





oo qal 
E(X") = L Eé e 7/8 qz 





Nu 
= ш е" 
= TE dz 
_ gg а У See gzet- -1 е-2/8 
-O prm e t 
me. +n) 
Е T(a) ' 


car l'intégrant de la dernière intégrale est la densité d'une variable aléatoire 
X ~ Gamma(a + n, В), et donc la valeur de l'intégrale est 1. 


Maintenant en prenant п = 1, on trouve 


BT(a+1) _ Balla) 





E(X) = T(o) = F(a) = aß, 
car I'(a +1) = al (a). 
Pour n = 2, on obtient 
fT (a + 2) 
Е(Х?) = га) ^ = (а  1)af?, 


et par conséquent 


Var(X) = E(X?) — (E(X)? = of 
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On peut obtenir ces résultats par une autre méthode, voir problème 141 vi). 
89. Trouver les moments de la variable aléatoire X ~ Beta(a, à). 


Solution. Pour obtenir les moments d'une variable aléatoire X ~ Beta(a, À), il 
n'est pas avantageux d'utiliser la fonction caractéristique ou la fonction 
génératrice des moments. En procédant directement, on a par définition, 


li 


1 
E(X”) roro) Í znz9-1(1 Cl dz 


Lo + À) l gia 
a)T (À) Jo 


== = bla +n, А) 


(а+ А) l(a+n)r(à) 
Г(а)Г(А) T(a+A+n) 


(1— x)" dz 


car B(œ + n, А) = Ј eischt ei dz = КОНТО) 


T(e+À+n) ` 
Maintenant en prenant n = 1, on trouve 


Г(а+А) T(a+2) ` a(a + 1) 
T(o Г(@+А+2?) (@+A)(a+2+4 1) 


et par conséquent 


QÀ 


Var(X) = Р(Х) (ECO) EE 


90. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


re =12 si x < 0 


ae ** six>0 
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oü a est un réel positif. 

i Vérifier que f est une densité. 

ii) Déterminer la fonction de répartition de X. 

iii) Calculer E(X) et plus généralement E(X*), en déduire la valeur de Var(X). 


Solution. i) La fonction f(x) est positive ou nulle pour tout x € R, et continue 
sauf pour x = 0. De plus 


Ns = [еа 


nu = —e"# Ç 
= l. 
Ainsi f(x) est une densité. 
ii) On a i 
F(z) - P(X < z) = Î f(e) dt. 
Pour x > 0 2 
F(z) = Î oe * dt. 
0 
Donc 
l-e% erzu 
F(z)z 
0 siz < 0 
iii) On a 


E(X) = Î tae * dt. 


Une intégration par parties avec --ae ?'dt = dv et —t = u, donc v = 
e^** et du = —dt, donne 


oo oo 
Î ate *dt = -te | + Î et dt 
0 0 
со 
= le-o 
а 0 
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Donc 
E(X) = 


De mëme 


E(X*) = Î tae” dt. 
0 


En intégrant par parties, cela donne 
oo co k oo 
Î ate% dt = t е | + Î atle dt, 
[d Q Jo 


Donc k 
Е(Х®) = SEX). 


Par conséquent 


E 


k-1 
a 





E(X*) = = х x... x 2E(X), 


et donc 
k! 
E(X*) = = 
Comme Var(X) = E(X?) — (E(X))?, on obtient Var(X) = 5 — 4 et 
donc | 
Var(X) = =: 
Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 
_f1 si0<x<1 
Ха) = { 0 ailleurs 
Trouver E(e*). 
Solution. Soit Y = eX, Déterminons d’abord la fonction de répartition 
Fy de la variable aléatoire Y. Pour 1 < y < e, on a 
Fy(y) = P(Y <v) 
P(e* < y) 
Р(Х < logy) 


logy 
[ro 
= logy. 


li 
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En dérivant Fy(y), on obtient la densité de Y, donc 


1 
fr(y) = 5, 1 <ухе. 
Рат conséquent 
Е (ех) = E(Y) 
= f yfv(y) dy 
R 
= f dy 
1 
= e-l. 


92. Soit X une variable aléatoire discrète qui prend les valeurs {1,2,...}, 
avec les probabilités p, = Р(Х = n) = zs, Montrer que E(X) 
n'existe pas. 

Solution. Notons d'abord que la loi de X est bien définie puisque 
Ps > 0 et 


nM 


n=1 
par conséquent la valeur moyenne de la variable aléatoire X n'existe pas. 


93. Soit X une variable aléatoire discrète qui prend les valeurs (0, 1, 2, ...}. 
Montrer que E(X) est finie si et seulement si 


Y P(X >n) < co 


n20 


Dans ce cas, 
E(X) = A Р(Х >n) < œ. 


n20 
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Solution. Pour л > 0, on a 


il 


E(Xlxej) = Y. kP(X = k) 
k=1 


n k 
Y Y P(X =k) 
k=1 j=1 
= Y Y PU =k) 
h=1 k=h 
n—1 
= Y P(X >h). 


=0 


li 


Donc 


E(X) = lim Е(Х1{х<а}) = Y. PX > h). 


h>0 


94. Soit X une variable aléatoire discrète qui prend les valeurs (1, 2, ...), avec les 
probabilités p, = Р(Х = n) = 1/2". Trouver E(X ). 


Solution. Notons d'abord que la loi de X est bien définie puisque pan> 0 et 


| 
me 
zl 


со 
У 


n=1 n=1 
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Maintenant, 
2.1 
P(X > n) = 1— 2k 
k=1 
7, 1 
= 1-5 t+! 
k=0 
1- 1\n+1 
= ;- 17 Q7. +1 
1-3 
_ 1 
= = 
donc 


95. 


1 1 
Р(Х > п) = Y`— = —— =? < оо. 
rame 


n20 


Par conséquent (voir probléme 93), 


E(X) A Р(Х > m) = 2. 


n>0 


Soit X la variable aléatoire discrète qui prend les valeurs п € N, avec les 
probabilités 


Pn = Р(Х = п) = е" — e (+) ne N. 


Montrer que la variable aléatoire X admet des moments de tous ordres. 
i) Trouver EfX) et Var(X). 
Solution. i) On a 


E(X*) = S nten _ e CH») 


n=0 
oo oo 
= У пке" _ У пке (n+1) 
n=0 n=0 


il 


o0 në ° pk 
Lab 


n=0 n=0 
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Montrons que la série 5 "7. z est convergente. En utilisant le critère 
du rapport, on trouve 

k 

. (m+1)Ë e . {п+1\ 1 

im. eil në no n e 





le 


< 


= 
` 


donc la série est-convergente, De la méme façon on montre que la série 
Zu dn est convergente, et donc E(X *) existe pour tout k étant la 

différence de deux séries convergentes. 

ii) Si |a] < 1, alors la série 37» , a^ = 2. En dérivant terme à terme, 

si k est un entier positif, on trouve 


oo 


! ! 
> (n = od" "np = 
n=k ` 
et donc 

Y (n + k)! s _ Kk 


Ha 
— nl! (1 — a)** 


Pour k = 0, on obtient 





Pour k=1,on a 


$ en = S (n + Da 
n=0 n= 
oo oo 
= Y na" + у а" 
n= nz 
_ 1 
© (t-a)? 


donc 
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Pour k = 2, on trouve 








Y (n+2)! a _ _ 2 
Â= n  (1— a} 
Mais 
со со 
2)! 
y OX ууа Dia +20" 
n= n n=0 
= Y (n? +3n + 2)а" 
"A 
1 
= 2 „n 
wee t deg oy 
d'oü 


2 
2 л 
ds =X rte +ç er ics = q 


Sn? na а? +а 
z 
n=0 — a) 
Donc pour k = 1, et en prenant a = " « 1, on obtient 


E(X) = V ne" - 13 ne" 


et finalement 








n=0 n=0 
_ e 1 
= (е—1# (e= 12 
_ 1 
"el 


De méme, pour k = 2, et en prenant a — e^! < 1, on obtient 
e(e-1 е+1 








2 = — 
FX) = LT (= D 
_ etl 
= (e-1)? 
par conséquent 
Var(X) = e+1 1 e 


(e=1)2 (e=) (е 1) 


372 


Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


96. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


97. 


_ f 6z(-(1—z) si0<z<1 
Ха) = { 0 ailleurs 
Trouver le mode de X. 


Solution. Rappelons que le mode тох est le point pour lequel 1а 
densité atteint, s’il existe, son maximum absolu. Comme f'(z) = 6(1— 
2x), on trouve que mox = 1. 


Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est donnée 


par 
0 si z < 0 
F(z) = _2 =. 
l-e 322 siz>0 


La distribution donnée s'appelle la Joi de Rayleigh!! de paramètre À. 
Trouver 

i) la densité associée. 

ii) la médiane. 

iii) la valeur moyenne. 


Solution. i) La fonction de densité associée est donnée par f(x) = dF / dx (x) 
presque partout. Or F est partout dérivable, donc 


f(x) = T e E lioo) (T). 


ii) La médiane mex doit satisfaire l'équation F(mex) = 1. Par consé- 
quent 


„2 
l-e 347 = >, 
«2 ki . 2 
d'où e 2⁄7 = L, donc -ës = —1п2. On obtient z? = 02104, et 


finalement mex = c v In4, et la médiane est unique. 


"John William Strutt, lord Rayleigh (1848-1919), physicien anglais. 
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iii) La valeur moyenne H = E(X) est donnée par (voir remarque 10 en 5.1.6) 


[areas = Ге а 
Sg 


2 
en faisant le changement de variable y = z/c, et parce que [^ ek dy = 
1 97. 
2 


Remarque. Si on prend œ = 0 et 8 = 4 dans la densité f(x) = 
(a+ Bz)e- osiës (8, т > 0, de la remarque du problème 76, on trouve 
la densité de Rayleigh. Par conséquent la fonction taux de panne dans 
ce cas, est A(z) = Z. 


98. Soit X une variable aléatoire continue dont la densité est symétrique par rapport à 
un nombre а. Montrer que si E(X) existe, alors E(X) = me... 


Solution. Rappelons qu'une densité fest symétrique par rapport à un nombre a si 
Да + x) = f (a - x), pour tout x € R. 


Montrons d'abord que me, = а. On a 


PX >а) = f(a)dz =f" fis 


où on a fait le changement de variable y = x - a. De la même façon on trouve 


P(X <a) = f f(x) dz 


0 
= Î f(y + a) dy 


Il 


- f те-9& 
= [ fa- 3) az. 
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De la symétrie de la densité f, il s'ensuit que 


99. 


P(X > a) = Р(Х < a). 


Comme Р(Х > a) + P(X < a) = 1, on trouve Р(Х > a) = Р(Х < 
a) = >, et par conséquent mex = a. 


Montrons maintenant que E(X) = a. On а 


E(X) = IRC 
= IR 
= a+ ass 
= a+ [^ uode f gien ia 
= a+ [аа | zf(a-2) dz 


= a, 


donc E(X) 2 mex = a. 


Remarque. Parce que les densités des variables aléatoires Z ^» N(0,1) 
et X ~ NI, о?) sont symétriques par rapport à 0 et y respectivement, 
on trouve E(Z) = mez = 0, et E(X) = mex = y. 


Soit X une variable aléatoire et k une fonction non décroissante posi- 
tive. Montrer que si E(k(X)) existe et si a € R, alors 


E(K(X)) 


P(X > a) < 60)" 


Solution. Rappelons d'abord que si on considère la variable aléatoire 
indicatrice 1ь(х)>ь(з)}, alors (voir exemple 3, dans 5.1.6) 


Е(Ццщх)у>ща)}) = P(k(X) > k(a)). 
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Puisque la fonction k est non décroissante, (X > a} C (k(X) > k(a)}. 


Donc 
Р(Х > а) < P(k(X) > к(а) 


BU stan 
k(X) 
E (1092491) 


k(X) 
Em) 
E(k(X)) 
k(a) 
100. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 


с grz20 


(2-15 siz«0 


H IA 


IA 


IA 





Montrer que 

i) E(X”) = nl, pour tout n € N. 

ii) P(X > a) < =, pour tout a > 0 et pour tout n € N. 
Solution. i) Procédons par inductions. Pour n = 1, опа 


E(X) = Î ze dz 


со 
9! e`? dz 
d 
0— e "18 
1 
= 1! 


Il 


Supposons maintenant que E(X") = n! et montrons que E(X**!) = 
(n + 1)!. On trouve 


E(X"*) = f grex dz 
0 
= -_ qnHe-7| + (n + d z'e* dx 
0 
0+(n+1)E(X") 
(n + 1)! 


Il 


ll 
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ii) Utilisons la formule (voir problème 99), 
E(k(X)) 
Hai ' 


en prenant la fonction k(z) = z^, si z > 0. Évidemment la fonction k 
est non décroissante positive et de plus E(k(X)) = E(X”) = nl. Alors 





Р(Х > a) < 


Р(Х > a) < =“ 0 
T t . 
(X > a) < Sai а" pour tout а> 


Puisque, pour tout a > 0, 


a 
PX >a) =1-P(X <а)=1—/ e ат = e°, 
0 


on obtient, en particulier, Pinégalité 


n! 


-a 
e" < ue 


pour tout a > 0 et pour tout n € N. 


Soit X є Lı. Montrer que pour tout fonction non décroissante k telle 
que E(k(X)) < œ, on a 
Cov(X, k(X)) > 0. 
Solution. Soit Y une autre variable aléatoire de méme loi que X et 
indépendante de X. Alors 
E((X — Y)(k(X) — k(Y))) = 2Cov(X, k(X)). 

Or la fonction h(z,y) = (z — y)(k(z) — k(y)) est non négative car 
si z < y, alors k(x) < k(y) et si z > y, alors k(x) > k(y). Donc 
Cov(X, k(X)) > 0. 
Montrer que Cov(aX, Y) = aCov(X, Y), où a € R. 
Solution. On a 

Cov(aX,Y) — E(aXY)- E(aX)E(Y) 
aE(XY) - aE(X)E(Y) 
a(E(XY) — E(X)E(Y)) 
= aCovw(X,Y). 


Il 
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103. Soit X et Y deux variables aléatoires ayant des variances et supposons que 
aX + bY = c, 
où a, b, c sont des constantes et ab Z 0. Calculer 


Ü lecoefficient de corrélation de X et Y. 


ii) le rapport entre les écarts-types de X et Y. 


Solution. i) De aX + bY = c, on trouve Y =$ — $X. Donc 
ay? 
Var(Y) = (5) Var(X), 
et 
Co(X,Y) = Е(ХҮ) – Е(Х)Е(Ү) 
с а с 
= E (FX - $X?) - E(X) (2 - 5500) 





b b 
a 
= -y (EU) ~ (E(X))) 
= -$Var(X ). 
Par conséquent le coefficient de corrélation de X et Y est donnée par 
Corr(X,y) = LAH) 
Var(X)Var(Y) 
= Z$ 
Д 
donc 
1 ві%<0 
Corr(X,Y) = 
—1 si >0 
ii) Le rapport entre les écarts-types de X et Y est donc 
o(X) ` Var (X) 
Y) ` SC 
o(Y) (2) Var(X) 


b 
al 
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Soit X et Y deux variables aléatoires telles que Var (X) Var (Y) £0. Montrer que 


—1 € Corr(X,Y) < 1. 
Solution. Posons ox = /Var(X) et oy = 4/Var(Y). Alors 


0 < Var (X + S 


Var(X) | Var(Y) , 2Cov(X,Y) 
= — T * o — 
Ох Ү oxy 
= 2(1+C'orr(X,Y)) 


donc —1 < Corr(X, Y), D'autre part 


Ox Сү 
Var(X) + Var(Y) _ 2Cou(X, Y) 
U 0% оў OXOY 


= 2(1—Corr(X,Y)) 
donc Corr(X,Y) < 1. 


Le probléme de l'aiguille de Buffon!? - Sur une table sont tracées des 
lignes paralléles équidistantes. Notons par h la distance entre deux 
lignes voisines. Sur la table, on lance de façon aléatoire un aiguille 
dont la longueur est £ < h. Trouver la probabilité que l'aiguille coupe 
l'une des droites paralléles. 


Solution. On fixera la position de l'aiguille par le couple aléatoire 
(X,0), où X est la distance entre le milieu de l'aiguille et la parallèle la 
plus proche, et oü 0 est l'angle aigu entre l'aiguille et une perpendicu- 
laire du milieu de l'aiguille à la paralléle la plus proche. Cela implique 
que 0 < 0 < п/2, et 0 < X < h/2. П est raisonnable d'admettre 
que, dans ces limites, X et 0 sont de distributions indépendantes et 
uniforme, donc 


fx(z) = un (z) et fa(u) = Low (y). 


Louis Leclerc de Buffon (1701-1788), célèbre naturaliste français. 
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Notons que l'aiguille chevauchera une parallèle dès que X < £ cos 0. 
On trouve 
4/2 созу 


Р (х < f s) = [1 fx (zfa(y) dz dy 


0 


4 7/2 pt/2ccsy 
= Â Î Î dx dy 


4 fe 
= zl 3 cos y dy 


22 
mh 
Note. Le probléme de Buffon semble bien être le plus vieux probléme de 


probabilité géométrique. П a été mentionné pour la première fois en 1733 par 
Buffon lui-méme. 


Au siécle dernier, ce probléme de Buffon a permis d'obtenir deux applications 
intéressantes. 


1) - On a pu vérifier expérimentalement le théoréme de Bernoulli. Soit 
X ~ B(n, p) et F, la fréquence de succès. Alors Ё, converge en probabilité vers 
la probabilité p, quand le nombre z d'expérience tend vers infini, c'est-à-dire 
pour tout € > 0 aussi petit qu'on veut, 


lim P(|F, - pl < є) = 1. 
поо 


Ce théorème (un théorème de grands nombres) а une importance considérable 
tant au plan théorique que pour les applications. En effet il permet de remplacer 
la probabilité d'un événement (notion théorique) par la fréquence de cet 
événement qui peut être déterminée expérimentalement (notion pratique). 


Notons par z le nombre de lancers de l'aiguille et par m le nombre de succès, 
c'est-à-dire les cas où l'aiguille coupe l'une des lignes parallèles, Alors la 
fréquence 


Plusieurs personnes se sont donné la peine de vérifier expérimentalement que 


28 
Fn р = ү. 
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À titre d'exemple, citons R. Wolf, un astronome de Zurich qui a fait 
n = 5 000 essais avec un aiguille de £ = 36 mm et h = 45 mm, entre 
1849 et 1853. Il a obtenu m = 2 532 succès, ce qui donne 


2 532 72 
= — = 1 = — À 0,509 300. 
n = 2000 0,506 400 alors que p 15: 09 
2) - La probléme de Buffon a fourni une méthode pour obtenir une valeur 
approximative pour le nombre z, En effet, puisque 


22 т 2ên 
PE Pw cela donne TX m` 


Ainsi, par exemple, l'expérience de R. Wolf donne т # 3,159 600. 


De nos jours, la présence d'ordinateur et de méthodes numériques puissantes 
permet de calculer z avec une extréme précision, Aussi la méthode de Buffon a 
perdu un peu d'intérêt. Toutefois, l'idée fondamentale de cette méthode demeure 
trés importante, à savoir qu'on peut évaluer une quantité de la façon suivante. 


• Donner à cette quantité une interprétation précise dans le cadre d'un modèle 
probabiliste. 


e Effectuer dans le cadre du modèle trouvé, un trés grand nombre d'expériences 
et ainsi trouver la quantité cherchée avec une certaine approximation. 


Cet idée est à la base de toutes méthodes dites de Monte Carlo (méthodes de 
calcul avec des nombres aléatoires). Aujourd'hui l'exécution d'un grand nombre 
d'essais est évitée par l'utilisation des tables de nombres aléatoires (les valeurs 
d'une variable aléatoire). De plus, les ordinateurs possédent de bons générateurs 
de nombres aléatoires. 


106. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


_ f 2e?e?" si0 < x < co et 0 < y «oo 
f(z.y) = { 0 ailleurs 
Trouver 
i) P(X > 1, Y <1). 
ii) Р(Х < Y). 
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iii) Р(Х < a), où a est une constante, 
Solution. i) On trouve 


P(X > 1, Y <1) 


ii) Опа 


P(X « Y) 


iii) On trouve 


li 


Il 


Р(Х <a) 


1 oo 
= Î f 2e Ze * dz dy 
o Л 


1 
Î 2e7?v (-e"*|P) dy 
0 


1 
e! f 2e7% dy 
0 


ll 


= el-e?) 
& 0,369(1 — 0,135) 
= 0,318. 


Î f Ze" *e H dx dy 
(ж„у):т<у 


j, 
j, 


co y 
f Qe *e H dz dy 
0 


2e ?*(1— e^) dy 


oo oo 
f 2e?! dy — Î Qe * dy 
0 0 


2 


1-< 


1 


3 


il 


3 


Wi 2e Me" P dy dz 
o Jo 

f = 

0 


Leg, 
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107. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


(z +y—3ry?) 810 <2<1е0<у<1 


2 
fans, v) = I 0 ailleurs 


i) Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et Y, 
ii) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 


Solution. i) En intégrant la densité conjointe par rapport à y, on trouve la 
densité marginale de X, donc 


i 


fx(z) [| fax yy(z, y) dy 


1 
Î 2(z + y — 3zy?) dy 
0 


(2zy + y? — 22); 
1. 


Il 


li 


Donc 
1 si0<z<1 


fx) -l 0 ailleurs 


Pour la variable aléatoire Y, on trouve 


fra) = Í fev), y) dz 
1 
= Î 2(z + y — 321) dz 
0 

= (z? +2ry— 32°y°)|, 

= 1+2y— 3. 
Donc . 

f 1+2y-3y? s0<y<1 
fv(y) = 0 ailleurs 

ii) Comme 


fans. y) £ fx(æ)fr (y), 


les variables aléatoires X et Ÿ ne sont pas indépendantes. 
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108. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


№е-№ si0<z<y 
fiy y) = { 0 ailleurs 
Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et Y. 
i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 


Solution. 1) En intégrant la densité conjointe par rapport à y, on trouve la 
densité marginale de X, donc 


li 


fx(z) Í fax (z, y) dy 


oo 
= lolz) Î Me `Y dy 
x 
= Ае 10 oo) (z). 
Procédant de la même manière pour Y, on trouve 


fv(y) = Í Baatz, y) dz 


lass) Ü e^ dz 
0 
= Aye 1060). 


Il 


ii) Comme 
fx (z. y) À fx (x) fr (y), 
les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. 
109. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


È si0<y<ret0O<x<2 


Дх,уу(®, у) = 
0 ailleurs 
Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et Y. 
i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 


ii) Trouver Cov(X, Y) et Corr(X, Y). 
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Solution. i) En intégrant la densité conjointe par rapport à y, on trouve la densité 
marginale de X, donc 


fx(z) 


Il 


f fax ,yy(z, y) dy 
R 


т 
1 
d 
Î 2x y 
1 
EN 


lj 


donc 
sid«z«2a 


мн 


fx(z) = 


0 ailleurs 


Procédant de la même manière pour Y, on trouve 





21 
= | Ld 
fr (v) J Sus 
2 
= -lng 
2 H 
= lan2—1n ) 
= 9 y) 
donc 
l(In2—lny) si0 «y «2 
fra) = 
0 ailleurs 
ii) Comme 
l(In2-Iny) si0<x<2et0<y<2 
fx(zMv(y) = 
ailleurs 
on trouve 


fans, у) £ fx (z) fy (v), 


et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. 


iii) On trouve 
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? œ 
Ex) = Í Zä = 1, 
o 2 
et 
2 2 
df Čat 
к(х?)= f ds = $, 
par conséquent, Var (X) = 3. 


De mëme 





2 
E(Y) = (ETC 
_ In2 Y? |? Ji 
= > xz, 2), IPIS 
1 ]n 2 
= n2-5 f 22° dz 
2 J-> 
1 
= һ2-щ2+; 
_ 1 
= > 


en faisant le changement de variable z = In y et aprës en intégrant par parties la 
derniëre intégrale. 


En procédant de la mëme maniëre, on trouve 


ope 


2 „2 
E(Y?) - | 7002 — Iny) dy = 
0 


Par conséquent 
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Comme 


E(XY) 


IT ту dy dz 
H 
= = dy dx 
LI 
2 12 
= — dz 
LÀ 





on trouve 


1 1 
Cou(X, Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = 5 -1x J =. 
Enfin 


Cov(X,Y) 
o(X)o(Y) 


Cor(X,Y) 


1 
6 


y: т 
3 36 
= 0,655. 


110. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


e (+H) sz»0ety»0 
ailleurs 


fov y) = E 


Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


Solution. Trouvons d'abord les densités marginales des variables aléa- 
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toires X et Y, On a 


111, 


fx(z) = IR 


со 
= f g (6*9 dy 
0 


oo 
= e7 f e * dy 
0 
(es) 


o œ 


donc 


"H siy>0 


_ Í e* six>0 
fx(z) = I 0 aileurs 
I ailleurs 


Donc 


Asätz, у) = fx(z)fr(y), pour zx > 0, v> 0, 
et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 
La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 
1 3 зу <i 
_ i(ü-ctzr'y-zy) si -1<x<let-1<y<1 
fn y) { 0 ailleurs 
Trouver les densités marginales des variables aléatoires X et Y. 
i) Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ? 
Solution. 1) Ona 


1 
fx(z) = Í. ; (1 + 23у — zy?) dy 
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ii) Comme f x y) (x, y) £ f, (x) fy (y), les variables aléatoires X et Y ne sont pas 


indépendantes. 
112. Soit 


fay (z. у) = { 0 


Trouver 


с(т+у) si0«z«let0cgy«l 
ailleurs 


i) la valeur de c telle que fixy) est la densité conjointe du couple aléatoire (X, 


HL 


ii) les densités marginales des variables aléatoires X et Y. 


iii)la fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X, Y). 


Solution. i) Il faut que f > 0 et 1 = ff p2f(x,y)(z, y) dz dy. Or 


Í / „afix (z, y) dz dy 


ef [enam 
с Î | (0+3) loa) (y) dy 


с, 


donc c = 1. Puisque с> 0, il s'ensuit que fx», > 0, ce qui montre que la fonction 


fx est une densité. 
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п) Опа 


li 


fx(z) Í fex,yy(z, y) dy 


1 
lo, (z) Î (z + y) dy 
(= + z) 1001)(2). 


De maniëre similaire, оп trouve la densité marginale де Y, 


Il 


1 
fr(y) = (v + 5) Пол) (0). 
iii) Siz <0ou y < 0, on a 
T P] x y 
Fonte) = | | поо) ови f NEE 


91 0 < 2 <1е#0<у<1, опа 


0 0 r гу 
Î Î née: | Î (u + v) du du 
—00 J —oo о dp 


T 
S (s + v). 


l 


Patz, y) 


De même, si 0 < z < 1 et y > 1, on obtient 


о ро e pl 
Î Î 0dodu | Í «2 
—oo J —oo 0 
X y ° 
«f f 0 du du 
o Лл 


yc +z). 


ll 


Fixy) (z, y) 


Par symétrie, on déduit que si z > 1 et 0 < y < 1, 


1 
Fix,y (z, y) = 500 + у). 
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Enfin, six>lety>l,ona 


[| 


Fix ylz, y) 


1 pl 
f [оаа [| «+ә\& 
—00 J —oo 0 0 
z ру 
+f [oma 
1 Ji 
1. 


Donc 


0 siz <Oouy<0 

Y(r+y) s0<z<let0<y<]1 
Юхуу(ж,у) = Ç (12 + 2) 10<т<1еу>1 

¿(2 +) sir>let0<y<l1 


1 si z > 1 et y > 1 


113. Soit 


fax (s, у) = ce € ar, оо < z, y < œ. 


Trouver 
i) la valeur de c telle que fx y, est la densité conjointe du couple aléatoire (X, Y). 


it) les densités marginales des variables aléatoires X et Y. 


Solution. i) Il faut que f > 0 et 1 = ff pafíix,y)(z, y) dr dy. Or de 
l'identité 


2 15 
z?— xy + 44 = (2-5) + 434 
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on trouve 


Il 
— 
= 

> 
5 
a 
z 
à 
© 


VAS 
donc f(x y; est une densité si с = E 


ii) La densité marginale fy (у) de la variable aléatoire Y est donnée par 


fru) = ] fente 
= v15 e 2 dr 
Aer R 
= VB Ge d* 
4r 
= d | e E 
2m х Б 


Par conséquent Y ~ NI, $). 
On a aussi 


2 _ 2 _ _zy2 15 2 
т шу + 42 = (2y =) +367? 


et en procédant de la même manière que précédemment, on trouve que 
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la densité marginale f x (x) de X est donnée par 


z. y) d 


fx(z) 


li 


_ Yi f era 
ат. 
VE 2 
= ат 9- "dy 
= vis x л x Vne aT 
4n 2 
= e krki 


1 
1/27 x 18 
Par conséquent X ~ N(0, £). 


114. Un point de coordonnées (X, Y) est choisi au hasard dans le rectangle borné par 
les abscisses x = a, x = b et les ordonnées y = c, y = d, (b > a, d > c). Trouver la 
densité et la fonction de répartition du couple aléatoire (X, Y). 


Solution. Soit À la mesure de Lebesque sur R. Alors 
A((=00, z] N [a,b] x (—co, y] N le, d]) 
(b - 2 (d — c) 


ü L. f. (b — a)( tagaj kä, v) do du. 
Donc la densité du couple aléatoire (X, ^ est donnée par 


Р(Х <т,Ү <y) 


Kaes sia<z<betc<y<d 
f(x, y) = 


0 ailleurs 


La fonction de répartition F du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


F(z,y) = [f reo du dv. 


Donc si z < a ou y < c, Kan =t Sia < x<betc<y< d, 


(z — a)(y — c) 
Е(2,у) =Í Ta ba é-ad-g 7 T = En TE) 
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Sia<x<bety> d, on trouve 


F(z,y) = Г [omo f ae 
«f [оваа 
Í TEET du 


z—a 
b—a 





Si z > b et c < y < d, par symétrie, on trouve 


Fis, y) = [ Ге EE 


Enfin si x > b et y > d, on a 





a C b d 
1 
(т, y) If u vf f (б—а)(4—) udu 
«f Î 0 du dv 
b Ja 
Donc 
0 siz <aouy<c 
ED sia«z«betcXy«d 
F(z.y) =| f si a < œ < bet y > d 
r=: siz>betc<y<d 
1 si z > bet y > d 


115. La fonction de répartition conjointe du couple aléatoire (X,Y) est 
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donnée par 


0 siz<Oouy<O0 

zy si0<r<let0O<y<1l 
т si0<x<lety>l 

y sir2let0xy«l 

1 siz2lety2l 


Ёху)(®, y) = 


Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


Solution. Trouvons d'abord les fonctions de répartition marginales 
de X et de Y. Rappelons que Fx(z) = Fix,yy(z, co), donc on doit 
considérer y > 1. Si z < 0, et y > 1, on a Fx(z) 20. Si 0 < z < 1, 
et y > 1, alors Fx(z) = z. Enfin si z > 1 et y > 1, Fx(z) = 1, par 


conséquent 
0 six <0 
Fx(z) = Fixyy(mo00)- 4 z si0<x<1 
1 srl 
et donc X ~ U(0, 1). 
De la même façon, on trouve que 
0 siy<0 
Fy(y) = Кхуу(со,у)= у si0<y<1 
1 siy > 1 


et donc Y ~ U(0,1). 
Par conséquent, pour tout (x, y) € R?, 

Fax v(x;y) = F,(x)Fy(y), 
et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 


Remarque. Le couple aléatoire de ce probléme est un cas particulier du couple 
aléatoire du probléme 114, correspondant à a = c = 0 et b =d = 1. 
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116. La densité conjointe du couple aléatoire (X, Y) est donnée par 


fls, y) = e (zH) si O < z < œ et 0 < y < œ 
MES \ 0 ailleurs 


Trouver la densité de la variable aléatoire X / Y. 


Solution. Posons V = X / Y et cherchons d'abord la fonction de répartition de V. 
Pour a> 0, 


Fy(a) = P E < a) 
Í f e (+9) de dy 
т/у<а 


= Г Г g em dz dy 
IR (1 — e "le? dy 
0 


Il 











y e 1271) |8 
= ° , + a+1 | 
1 
= 1- . 
a+1 


On obtient la densité de V par dérivation de ce dernier résultat, ce qui 


donne 
fv(a) = — 0«a«oco 
VW {a+1)7 : 
117. Soit a € (0,1). Montrer que 
1-а 
$(t) =T t € Е, 


est une fonction caractéristique. 
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Solution. Puisque a € (0,1), on a |ае“| < 1. Donc 


60 = == 


1 — ае“ 


(1— а) у ak ik 


k>0 


Ya — а)а*е'* 


k>O 
Е(е“Х), 
où X est une variable aléatoire telle que 
Р(Х = k) = рь = (1 — a)", k > 0. 
La loi de X est bien définie puisque рь > 0 et 
y» = (1 -а) уа 
k>0 k>0 


1 
= 0-729175 
= 1. 


|| 





Donc ф est bien une fonction caractéristique. 


118. Soit X - U(-n, n). Trouver 
i) la densité de la variable aléatoire X. 
i) la fonction de répartition de X. 
ii) la fonction caractéristique de X. 


Solution. i) La densité de X est 


à s-n«z«n 
f(z) = 
0 ailleurs 
ii) On a 
0 siz«-n 
Е(х) = 4 SE si -n<r<n 


1 siz2n 
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iii) On trouve 


1 n 

2n Jn 
1 e 
2int 
— 1 in —itn 
= gm e" 
cos tn + ï sin tn — (cos tn — i sin tn) 
2itn 


eštz dx 


e(t) 


itz 





-n 


sintn 
in^ 





119. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de densité est donnée par 
Lu 
f(z) = 3587, -0 < z < œ. 
Trouver sa fonction caractéristique. 


Solution. La variable aléatoire X suit une loi de Laplace de paramètre А = 1, 
(voir problème 83). Puisque g(t) = Е(е*, on a 











Ф@ = Pie" 

_ 1 Î gite ll dc 
2 Jz 
1 d 1 ос 

= JI “їчї dz + | е®С+® de 
2] 2 Jo 

= 1( 12.7 ? 

=” 2 \1+ü lit 

_ 1 

© 1+ 


120. Trouver la fonction caractéristique et les moments de la variable aléatoire X dont 
la densité est 


fe) = Í e" ѕіт> 0 


0 si x < 0 
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Solution, Puisque g(t) = E(e**), on a 


Maintenant 


donc 


p(t) 


co a 
f ete? dr 
0 


eztit-1) œ 
GEN 
1 
it =1 
1 
1 - ¿t 








0 











1- t 


n=0 


Sn 





E(X")=n, n21 


121. Déterminer les moments d'une variable aléatoire X dont la fonction 
caractéristique est donnée par e(t) = (1 + гу! ,tER, 


Solution, Notons d'abord que la variable aléatoire X obéit à une loi 
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de Laplace de paramètre А = 1, (voir probléme 119), On a 


ot) = (1428) 
1 
1 (itj? 


Y "G 


k=0 
оо 


5\26 
Y QR)! SS 


k=0 


Il 











donc pour n > 1, 


пу J 0 sim = 2k — 1 
EX") =| (у si n = 2k 


122. Soit $ une fonction caractéristique. Montrer que 
i) 
Y Y 5 — tk) аак > 0, (5.1) 
ј=1 k=1 


pour tous nombres complexes, &1,...,4,, pour tous nombres réels ї,,..., 
ta, et pour tout € N. 


ii) é(0) > 0. 
iii) (=t) = e(t). 
iv) Wl < Ф(0). 


Solution. i) Posons V = 37, aje**. Alors 


0 « E(VV) 


> Ya; c7) 


j=! k=1 


Y: Yt – аа 


j=l k=1 


li 


Il 
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On dit dans ce cas que la fonction ф est définie non négative. 


ii) Prenons dans la formule (5.1) n = 1, œ = 1 et t; = 0. On trouve 
(0) > 0. 


iii) Prenons dans la formule (3.1) n = 2, t1 = 0, to = t et œ = a2 = 1. 
Ona 





2¢(0) + d(£) + @(—t) > 0. 


Si on pose Ф(#) = a + ib et ó(—t) = c + id, a,b,c,d € R, on obtient 
= =b, car 29(0) + $(t) + ó(—£) € R. Choisissant maintenant n = 
2, t; = 0, to = t, & = 1 et & = 1, on trouve 


26(0) + i(d(t) — ф(—4)) > 0. 


Donc а = c. Alors ф(—ї) = a ~ ib = ф(#). 


iv) Prenons dans la formule (5.1) n = 2, а = ġ(t), о = —|é(t)|, ti = 
0 et £4 =t. On obtient 


д(0)д(4@)Ф(@ — e(-t)e()l9(6)] — ADIDI + ó(0)|é(8 > O, 


ou 


29(0)19(£)* — 21909 = 2|é(9)P(é(0) — orl > O, 


car d’après iii), ó(—t) = (t) et parce que d(t)g(t) = |ф(@)]#. Si |é(t)| 5 
0, alors en simplifiant par 2|ó(#)|2, on obtient 
g(0) > Ié, 


Si [é(t)| = 0, alors parce que #(0) > 0, on a (0) > [Ф(2)|, ce qui 
complète la preuve. 


Soit (t) une fonction caractéristique. Est-ce que |ф(%)|? est aussi une 
fonction caractéristique? 


Solution. Oui. En effet, soit X1 et X2 deux variables aléatoires indé- 
pendantes et identiquement distribuées, et telles que Ф(@) = $x, (t) = 
$x,(t). Alors, tenant compte de l'indépendance, 


dn, x.(t) = telt) = Ф(@)4@) = lei), 


voir problème 122 iii). 


2.2. FTODICMES et soiuti0ns "ul 


124. Trouver la densité de la variable aléatoire dont la fonction caractéristique est 
donnée par 


filé sili «1 
SCDE si [t] > 1 


Solution. Puisque @ est intégrable, la densité f de la variable aléatoire associée 
est donnée par la formule d'inversion suivante 


fi) = z- H Фет“ dt. 


Donc 


1 fi tz 
zJ,- lie dt 
1 ? itx і it 
— —. — 2 — -йт 
= x (f, (1-4 t)e а+ [а the a) 
1 


1 
— — ¿tr — —itr 
= x (ET t)e a+ f (1— е а) 


1 ni 
= x A (1 — t) (e + e?) dt 

1 1 
= JI (1 — t) cos tz dt, 

T Jo 
car её = cos tx + i sin tz et e ** = cos tx — isintz, donc е + eit» = 
2 cos tz. Intégrons par parties la dernière intégrale, en prenant и = 1—1 
et du = costzdt. Alors du = —dt et v = LE et on trouve 














1 int 1 1 
È [адозва = lg. Jatz +É Í sin £z dt 
T 0 T т 0 KT 0 
_ — cos tz 
"TZ? |, 
_ l-cosx 
ш Tr? 
Donc 
Кх) = —(1—cosz) pour -— eo < z < co. 


тт? 
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125. Trouver la densité de la variable aléatoire dont la fonction caractéristique est 


126. 


donnée par 
an =e" 


Solution. Puisque @ est intégrable, la densité f de la variable aléatoire associée 
est donnée par la formule d'inversion suivante 


f) => Î Фет“ de. 


Donc 


fa) = el ee 


27 J- 


d 
- Lf asd cena 
2c =o 2т 0 
1 


_1{ 1. 
^ 9х\1—їт l+ir 


1 
z (1 + 22) 








pour — oo < z < oo. 


Par conséquent ф(#) = e l est la fonction caractéristique d'une variable 
aléatoire X ~ С(0, 1). 


Trouver la fonction caractéristique de la variable aléatoire 
i) X ~ B(n,p). 

ii) X ~ P(A). 

iii) X + Gp). 

iv) X ~ Nu, o?). 

v) X ~ Gamma(a, 8). 

vi) X + x*(r). 

vii) X ~ E(À). 

viii) X ~ U(0, 1). 

ix) X ~ C(m 0). 
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Solution. i) On a 


i 


$ (oe artem 


k=0 
(pe* + 1 — р)”. 


e(t) 


H 


й) Опа 


= E(e't*) 
Ye Akeitk 
k! 
k=0 ` 
Sa 
= ay 
k=0 
= ee, 


e 
= 
l 








iii) On a 
Уи 1- — р) ye eit 


= Cat: —р) )* git^-D 


= руа pet? 


h=0 
1 


it 
P 1-ü-pet 


e 
= 
l! 


iv) Ona 





Qe E 
9 = = Í: dz. 


Posons u = EE ita, adu = dz, alors v? = (7 Sak #о?%—2(т—и)ї = 
(2) — 2itz + 2ity — Col, Par conséquent, 


(z-a)? .Q 1.2, Ёо? 
ES? —#+1шф— =. 








u^ 
2 
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Tess [ota 


= Wé eg 


Donc 


é(t) 


ii 


Q2 
саг fx e du = \/2т. 
Par conséquent , 
Ai = et F, 


Dans le cas particulier de la variable aléatoire normale centrée réduite, 
Z ~ N(0,1), c'est-à-dire, pour и = 0, œ = 1, on trouve 


620) =e". 
v) Rappelons d’abord que 
Tr(a) =f ledr, а> 0, 
0 


et en substituant By = z, on obtient 
r oo 
(а) = Í y le Pv dy. 
B 0 
La dernière égalité reste vraie même si 8 est un nombre complexe 8 = 
a + ib, avec b > 0. On a 


1 ° Q~ = Lits 
40 = gage] veier 

= _ 1 ° acl E 

г Í сес 
LTA 2 
= rays d-e 4 
_ 1 Dal. 

I'(o)8* (3-4) 

1 


(1 — ipt)e 
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vi) Parce que si X ~ x?(r) alors X ~ Сатта(5,2), on trouve de v), 
en faisant œ = 7 et B = 2, 


Ф@) = pn = (1—2й) 2, 


vii) On trouve 
é(t) = af е^ dy 
0 


= À Í Te dz 
0 
À z(it—A) ° 
it =>" 
^ 
À = it 


- 6-9 


A . 
eit 1 


o ë 





0 


viii) On a 





1 
Ф@ = Î de dz = Le"? . 
0 | it 





ix) Trouvons d'abord la fonction caractéristique de la variable aléatoire 
Y ~ C(0.1). Alors la densité est 


=1_ 1 
| rl+yg 


fr (v) 


et par conséquent la fonction caractéristique est donnée par 


$ (0) =Á f em ia 
YU = т - 1+2 y. 


Pour trouver фу (t), considérons d'abord la densité 


h (vy) = je w. 
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Il est facile à vérifier que fi(y) est une densité. La fonction caractéristique 
correspondante est 


^ = 5 Î езет dy 


-00 


1 со 
= sl (costy + i sin ty)e ! dy 


" | = 
= sl (costy + isinty)e” dy + 5 f (cos ty + i sin ty)e Ÿ dy 
200 0 
1 pe 
= -; | (cos ty — i sin fale `” dy 


1 oo 
t3 Î (cos ty + i sin ty)e 7 dy 
0 


со 
Î e” cos ty dy. 
0 


Une intégration par parties, nous donne 
oo 


oo 
Î e Ycostydy = -ev costul =t f e sin ty dy 
0 0 


l! 


со 
1- d e? sin ty dy. 
0 
De manière analogue, on trouve 
oo co oo 
Î e !sintydy = -—e "sin ty|; + d e ? cos ty dy 
0 


° со 
d e * cos tz dy. 
0 


On a obtenu 
oo oo 
Î e" costydy=1-2 Í e cos ty dy, 
0 0 


donc 


d (t) = 1 — (D. 


Par conséquent, on a 
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1 
g (t) = mw 


Cette fonction caractéristique est absolument intégrable sur l'intervalle 
(—со, oo), et on trouve la fonction de densité correspondante par la 
formule d'inversion, c'est-à-dire 


1 f? e à 
Ro => ] тєр t. 


Comme la fonction caractéristique détermine de façon unique la fonc- 
tion de densité, on trouve 


1 f? ew 
chu > = 
e SI Za 





En changeant t en —t, on obtient 


1 f^ et 1 f? et 
-bl = > a= = Í —— dt. 
е di 1+2 к/„1+Ё 


Maintenant en changeant les rôles de t et de у, on trouve 


1 f? ei 
-A= = d 
é T f. 142 ” 


prit) = ет. 


Pour trouver la fonction caractéristique де la variable aléatoire X ~ 
C(u, о), il faut faire la transformation Y = XE, donc X = oY + p et 


Sx (t) = dor sal) = "Gy (at) = ed, 


Notons que la fonction ду (t) n'est pas différentiable au point t = 0, donc tous les 
moments d'une distribution de Cauchy n'existent pas. 








et 


On peut trouver d'une autre manière la fonction caractéristique de la variable 
aléatoire Y ~ C(0,1). D'après le probléme 125, 


Qt) = e^ 


car la fonction caractéristique détermine de facon unique la densité 
correspondante. 
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127. Soit Xi, X2 ..., Xp, k variables aléatoires indépendantes. Posons 


X =X; ee Хь. Montrer que 
i) si X; ~ B(n;,p), 1 < j < k, alors X ~ B(N, p), où N = m+ n4. 
ii) si X; ~ Р(А;), 1 < j € k, alors X ~ Р(А), où À = An A. 


iii) si X; ^ Nu. s о?), 1<j<k, alors X ~ N(u,o), oü u — ++: + 
ик et о? = 0? +- oj. 


iv) si X; Nie) 1 < j < k, alors X = £ Ni, Ç). 


v) si X; ~ Gamma(a;, B), 1 € j < k, alors X ~ Gamma(a, B), où 
а= о +... + ар. 


vi) si X; ~ xX (rj), 1€ j < k, alors X ~ x*(r), où r = n o +x. 
vii) si X; ~ £ (2), 1 < j < k, alors X ~ Gamma(k, 3). 


viii) si X;  C(uj,o;), 1 < j < k, alors X ~ C(u,0), où y = J + 
kuk et o = о + °: : ° + Ck. 


Solution. i) On a 


= Цөм = Hoe «1 = en D)", 


j=1 j=1 


donc X ~ B(ni + ·-- + пь,р). 


ii) Опа 
k k . | 
E(et*) = E(eitX3) = gc -0 = el- 
Om "D 
donc X ~ Р(№ t --: + А). 
iii) On a 


| 


Е(ейх) = ji (e) 


j=1 
etait n)- fp (02+ +), 


donc X ~ Ni +: + дь, 02 +-+ + 02). 
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iv) D'abord d’après iii) X ~ N(kp, ko?), donc X = X ~ Min, ©), car 
E(X/k) = E(X)/k et Var(X/k) = Var(X)/k2. 


v) Ona 


zx 


k k 1 
= П "Iac (1 — tj” 


ј=1 


donc X ~ Gamma(a +--+ a, 8). 
vi) Опа 


Е 


en =[[а-2й)-# = 0 - 2:575, 


j=l 


où r — т n. Donc X ~ (т + -+e ng). 


vii) On a 


- По (0-5). (0-9), 


ј=1 j= 


donc X ^ Gamma(k, 4). 


viii) On a 


$x (t) 


k 
II Óx; (t) 
ј=1 

k 
II gittis -ltloj 


ј=1 
gini ui )- (rini) , 


donc X ~ C(u t + us 01 + og). 
128. Soit Xn ~ В(п, p). Posons 


Xa — np 
np(1 — р) 
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Montrer que 


lim Y, ~ N(0.1). 
noo 


Ce résultat est connu sous le nom du Théorème de De Moivre-Laplace. On dit 
aussi que la variable aléatoire Y, est asymptotiquement normale centrée réduite. 


Solution. Soit 2Y,(t) la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y,. 
Comme la fonction caractéristique. détermine de facon unique la loi de 
probabilité dune variable aléatoire, il suffit de montrer que 

lim $y, (t) = ef. 

"n—oc0 
D'abord, la fonction caractéristique de la variable aléatoire X, est 


dr, (t) = (pe* +1 — р)". 


Comme 


Y, =— 1 x 21р 
" Jt- \пр(1-р) 


on a (voir remarque 4, dans 5.1.7) 
npi n 
e NITET (1 -p+ ру) 
i Laut WU ` 
= (a - pje Vü +) . 


Il 


pra (t) 


Notons L = lim,., фу, (t), alors il faut montrer que 
L = e 5. 


‚ы _ d : 
Pour simplifier les calculs, posons a — Re Considérons 
a a(1— 
lim nlog (a —pe Á + pe v ) , 
n-—oo 


qui est de la forme оо · 0. Nous allons l'écrire sous la forme Š pour 
appliquer la règle de L'Hopital (voir exemple 3, dans 5.1.9). Notons 
qu'une fonction A(n) définie seulement sur l'ensemble des nombres na- 
turels ne peut évidemment être dérivée. Cependant, si on considère la 
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fonction h définie sur un intervalle [a, oo), et si lim... A(T) = c, alors 
Dm, „о h(n) = e. On doit donc considérer la limite 


lim zlog (a -pe # pe VE) . 
T0 


Dans les égalités suivantes on applique deux fois la règle de L'Hopital. 
On a 

lim logg = lim zlog (a – pe À + pe” Z ) 

z-—oo z-00 


log (a - pe À +“) 


= dim Liz 
_ [o pe Gta) + pe 7 Lag 
= lim -r | =Â n Y” 
7% (1-p)e"# + pe" A” 
_ apll-p) ,. Rte 
= 22 sa Í LS J 
_ @(-—p) 
2 


ml LD) caen) 


= EGSR im (pe + 0- pe") 


о?р(1 — р) 


2 


CE -p 


et donc, 
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Remarque. Comme la fonction caractéristique d'une variable aléatoire 
détermine de façon unique sa fonction de répartition on obtient le résultat 
suivant. Soit уу, y; € R, у < y», alors 


Х„»-т 
Pt < Y2 < m) = [и < P <w) 
np(1 — p) 


=P (n vinp(1 — p) + np < Xn < yov np(1 — p) + np) , 


donc . 
lim P (n vinp(1 — p) + np < Хь < у; \/пр(1 - p) + np) 
1 y2 2 
= —ы e dy. 
27 Jy 
Soit 


zj—-yvVnp(l—p)-np et 1л = рупр(1 — р) np, 


alors оп obtient 


1 y2 xi 
Р(а < X, <z)= e | e z dy, 
y 


où yı et yo sont déterminés par 


zi—-yvnp(1—p)tnp et т = узупр(1– р) + np. 


On dit que la variable aléatoire X, est asymptotiquement de distribu- 
tion N(np, np(1— p)). En remplaçant y; et уг respectivement par 


1 1 
pn + = е y- 
2\/пр(1 - р) 2\/пр(1 — р). 


on obtient une meilleure approximation pour les applications. Comme X, est 
une variable aléatoire discrëte tandis qu'une variable aléatoire normale 
est continue, dans les applications pratiques on fait une correction 
pour la continuité Donc on ne doit pas oublier d'étaler les 
probabilités attachées à des intervalles. Pour effectuer l'approximation, on 
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remplacera donc 


Р(Х, =k) par P(k-1⁄2< X, <k+1/2) 
P(h<X„<k) par P(h-1⁄2< X, <k+1/2) 

Р(Х, <) раг P(X, <k+1/2) 

PU, >k) par P(X, > k-—1⁄2) 

Р(Х, > к) = P(X, >k+1) par P(X,>k+1/2) 
P(X„<k)=P(X„<k-1) par P(X„<k- 1/2) 
P(h<X,<k) par P(h+1/2< Xn <k-1/2) 


Les calculs de P(X, < k) et P(X„ < k) se font à partir de la fonction 
de répartition (x) de la loi N(0, 1). Ainsi, par exemple 


_ k+1/2 — np 


et 


NE) 
P(X, < k) d ыл тг) 


Remarque, Notons que deux арргохїтайоп de la répartition binomiale ont été 
proposées : l'approximation раг la loi de Poisson, satisfaisante lorsque л est 
grand et lorsque p est assez petit, pour rendre лр moyen (voir problème 16) et 
l'approximation par la loi normale, (voir problème 128, le théorème de De 
Moivre-Laplace) lorsque z est grand et lorsque p est moyen, On peut montrer 
que cette dernière approximation est bonne lorsque np(1 - p) est grand, En règle 
générale cette approximation est tout à fait satisfaisante dés que np(l - p) 
dépasse 10. 


129, Soit X, la variable aléatoire comptant le nombre de fois qu'on obtient la pile lors 
d'une série de 40 jets d'une piéce de monnaie, Trouver P(X, = 20) par 
l'approximation normale, puis comparer le résultat à la valeur exacte. 


Solution. Notons d'abord que X, - B(40p) oà p = 1⁄2, et donc 
E(X,) = np = 20 et VarX,) = пр(1 - p) = 10. Comme X, est une 
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variable aléatoire discrëte tandis qu'une variable aléatoire normale est continue, 
la meilleure approximation de la probabilité cherchée sera 


Il 


P(X, = 20) P(19,5 € X, « 20,5) 
= P (= — 20 < X, — 20 < 3.529) 
110 110 V10 
X, — 20 

= PÍ-0,16 < ———— 

(-0,16 < Dag 
= Ф(0,16) — Ф(—0, 16) 
2Ф(0, 16) — 1 
0,127 200. 


<0,16) 


Le résultat exact est 


40 
P(X, = 20) = (20) (3) = 0,125 400. 


130. Soit X, la variable aléatoire comptant le nombre de fois qu'on obtient la face lors 
d'une série de 100 jets d'une pièce de monnaie, Trouver la probabilité que la face 
apparaît plus que 50 fois et moins que 60 fois, 


Solution, Notons d'abord que X, ~ В(100,р), où р = 1/2, donc la variable 
aléatoire peut prendre les valeurs de 0 à 100. De plus, EfX,) = 50 
et Var(X,) = 25. Donc 


P(50 < X, < 60) 


ll 


p (25-5 < Xn — 50 < 39.5- 89) 


5 ^ 5 ` 5 
= p (o1 223 < 1,9) 
= @(1,9) — Ф(0,1) 
= 0,431 500. 


131, On impose à 100 personnes un régime alimentaire thérapeutique pour évaluer 
l'effet de ce régime sur la concentration en cholestérol du sang, Leur 
taux de cholestérol est mesuré après une période suffisante d'application 
du régime, Le spécialiste en nutrition qui réalise l'expérience 
a décidé de recommander ce régime si 65% au moins des sujets montrent 
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une baisse du taux de cholestérol, Trouver la probabilité qu'il prenne une décision 
erronée et recommande le régime alors que celui-ci est sans effet, 


Solution, Admettons que dans le cas oü le régime est sans effet, une personne 
donnée verra son taux de cholestérol baisser lors du régime sous le seul effet du 
hasard et avec une probabilité de 1/2, Notons par X la variable aléatoire qui prend 
comme valeurs le nombre de personnes dont le taux s'est abaissé, Alors 
X ~ В(100,р), où p = 1/2. Donc E(X) = 50, et Var(X) = 25. La probabilité de 
recommander le régime qui n'a en réalité pas d'effet est alors 


Y (2) y" = a sn 


i-65 
u "2 2) 





> 
5 7 5 


Р (z 80 >2, d 
1 — Ф(2,9) 
0,001 900. 





ll 


à 


132, Supposons que 25% des étudiants du niveau universitaire sont mariés, Trouver la 
probabilité que dans une université comptant 8 000 étudiants, il y a entre 1 995 et 
2 100 étudiants qui sont mariés, 


Solution, Notons par X la variable aléatoire qui représente le nombre d'étudiants 
mariés dans cette université, alors X ~ BCS 000,2), où p = 1/4. Alors E(X) = 2 000 
et Var(X) = 1 500. On doit calculer 


2 100 k 8 000—k 
P(1995 < X <2100)= V; (* L) (à) D | 


k=1 995 


On peut faire l'approximation de cette probabilité par la loi N(0,1), et 


416 Chapitre 5. Variables aléatoires et lois de probabilités 


on obtient 


P(1995 < X <2 100) 
_ Pí: 995 — 1/2 — 2 000 
V1 500 
= P(-0,142< Z < 2,595) 
= Ф(2,595) — Ф(—0, 142) 
= @(2,595) — 1 + @(0, 142) 
= 0,550 900 


< Z< 





2100+1/2-2 => 
V1 500 


133. Soit X„ ^ B(n,p). Posons 


X» 
=. 


Fa = 


La variable aléatoire F, s'appelle la proportion de succès , Montrer que la 
variable aléatoire F, est asymptotiquement de distribution 


N(p, p(1 — p)/n). 


Solution. Notons d'abord que E(F,) = p et Var(F,) = p(1— p)/n. 
De plus, 
F-p Xn — пр 


Val) Dn Val- 


et par le théorème de De Moivre-Laplace, on obtient 


1 fr 
P(a < Fa < 22) E = Í e P dy, 
yi 


où yı et yo sont déterminés par les formules 
a -wmyp(-p/n*p et z-—wywvp-p/n-p. 


134, Une urne contient les fiches des éléves d'une école parmi lesquels 20 % sont des 
filles et 80 % sont des garcons. On choisi une fiche au hasard, et on note le sexe 
de la personne, On retourne la fiche dans l'urne et on continue de la même façon. 
On observe ainsi п fiches, Trouver la valeur de z telle qu'avec une probabilité de 
0,95 la proportion des fiches correspondant aux filles se situe entre 0,18 et 0,22, 
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135. 


Solution, Soit F, la proportion de fiches correspondant aux filles, Alors 
F, B(n, 0, 2) et 


E(F.)=p=0,2, Var(F,) =PU-P) _ 2s Var E) = "e 


n 


On à 
P(0,18 < Е, < 0,22) = 0,95. 


D'après le probléme 133, 


ya 2 
0,95 = f ev? dy, 
y 


1 


où 
0,18—-0,2 _ 
N= оа = —0,05 n, 
et 
_ 0,22—0,2 _ 
ya = 0, 4/ п = 0,05 /n, 


par conséquent 


0,05./5 2 
0,95 = Î e 3 dy 
- 0,058 
= 2Ф(0,05у/п) — 1, 


et Ф(0,05у/п) = 0,975. Des tables pour la loi normale, on trouve 
0,05,/n лз 1,96 et donc n z 1 537. 

Soit 2; ^ N(0, 1), 1 = 1,...n, des variables aléatoires indépendantes. 
i) Montrer que Z2 + --- + Z2 ^ x?(n). 

ii) Trouver la médiane de la variable aléatoire Y ^ x?(1). 


Solution. i) Montrons d'abord que si Z ^ N(0, 1), alors Z? ~ x?(1). 
Posons Y — Z? et notons par Fy la fonction de répartition de la variable 
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aléatoire Y. On a (voir problème 67), 


Fy(y) 
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P(Y € y) 

P(Z* € y) 

P(- V < Z < yy) 
Ф(/у) — Lä 
e(/y) — (1 — Ф(,/у)) 
2Ф(/у) — 1. 


lI 


l 


Une dérivation donne la densité, donc 


fv (v) 


lI 


Zi 


EN (và) - *C- v9) 
gg Un (V) + fal- 
1 1 x 
za (vm ) 


-1/2.-y/2 


vD) 


1 
Var” 
1 


1/2-1,-y/2 
212г(1/2)7 * 


qui est la densité d’une variable aléatoire de distribution x2(1). D’après 


vi) du problème 127, la variable aléatoire Z? + 


+ Za ^ x° (n). 


ii) De l'égalité 1/2 = Fx (mex) = 2Ф(ү/теү) — 1, on trouve 


= 2@(/mex) — 1, 


donc Ф(/тєх) = 0, 75 et par conséquent ,/mex & 0,675 donc 


mex ^ (0,675)? # 0, 456. 


136. Trouver les moments de la variable aléatoire Z — N(0,1). 


5.2. Problëmes et solutions 419 


Solution. En utilisant la définition des moments, on trouve 


sa) = = J ` re dz 
1 °° zi 
= ze + == Í "e Td: 
= mt т 
= 1 
= —. pare Zen = (` z"e- дл, 
xf. JT ae б h = 
donc 


1 f° E 1 ү gi 
E gn = Í 2k+1 TT d + Í 2k+1 7 7 dz = 0, 
( ) ут ЖЫ é * V2r Jo té 
et 
E(Z?*) 


Te 1)2k+1, 28 e de + =| z ze dr 
_ z2k e dz. 
Ju 


Une intégration par parties, avec u = —27*71 et du = —re-5 dz, donne 
E(Z?*) = (2k — 1)E(Z?*?). 
Comme E(Z9) = 1, on trouve 


E(Z**) =1 x 3 x- x (2k =1) = 


ll 


(2k)! 
25kl' 
et par conséquent 

Gh sin-2k 


0 sim = 2k +1 


On peut trouver les moments de la variable aléatoire Z ~ N(0,1), en utilisant la 
fonction caractéristique. Ainsi 
= ce? 
2 e 2 
_ œ (it) 
U > 9k f! 


k=0 
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d'où on obtient encore une fois 


2k)! = qs 
Ser Sin — 2k 


E(Z*) = 
0 sin = 26 + 1 
137. On considère la variable aléatoire X qui prend les valeurs k € N avec 


les probabilités рь = (X = k) = 3 ; k € N. Trouver la fonction 
génératrice des moments de X. En déduire E(X) et Var(X). 


Solution. On trouve 


$0 - эе" => 


oo Ei 
k=1 k=1 2 
donc la fonction g(t) est une série géométrique qui est convergente si 
[51 < 1, donc si t < In2. Par conséquent g(t) = 525. On trouve 


t t 
g (Ü) = 2551, et g" (t) = et. Alors E(X) = g'(0) = 2 et E(X?) = 
g"(0) = 6. On déduit Var(X} = E(X?) - (E(X)? = 6—4=2. 
138. Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par 
0 siz < 0 

se) = { ez sz»0 
Trouver la fonction génératrice des moments de X. 
En utilisant la fonction génératrice des moments, trouver E(X* ) pour tout k € N. 


Solution. i) Pour tout < ER on a 


(0 = Е(е%) = Í e f(x) dz 


oo 
Í e(t-1)z dz 
0 


e(t-1)z œ 
(t — 1) 





0 


Ainsi la fonction g(t) existe seulement si f - 1 est négatif, donc pour 
t< 1, et on obtient 


1 
g(t) = 1—Ё? 
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pour tout t € (—оо, 1). 
ii) Le développement en série de MacLaurin de la fonction g(t) nous 


donne 
g(t) = Le- Уи = E Ext). 


Ainsi E(X*) = H. pour k € N. Remarquons que ce résultat aurait pu être obtenu 
en dérivant k fois la fonction g(t) puis, en posant t = 0. 


139. Utiliser la fonction génératrice des moments pour trouver les moments de la 
variable aléatoire de Laplace de paramètre à = 1 dont la densité est donnée par 


f(z) = zet, 
ой z ER. 
Solution. On trouve 


g(t) 


d со 
Î ett dr + Î et? dz) 
-—00 0 
d со 
Î е) dz «f ert- as) 
—00 0 
0 


e*(t-1) œ 
0 














t—1 





Ainsi, la fonction g(t) existe si et seulement si + € (—1, 1). Comme 


g(t) = ye 
er 


226 
SGH Gi 


k=0 


œ k s. , 


k=0 
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on obtient 


140. 


-=-= = s скав m 0 sin=2k-1 
E(X ›={ (2k)! sin = 2k 


En particulier, E(X) = 0 et Var (X) = 2, (voir aussi problème 121). 


Soit X une variable aléatoire dont la densité est. donnée par 


f(a) = Ze, siz > а> 0 et 8 > 0 
` |o ailleurs 


On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Pareto? de paramètres q et p. 
i) Montrer que la fonction génératrice des moments n'existe pas. 
ii) Trouver la condition sur f tel que le moment E(X* )existe. 


Solution. i) Si t > 0, 


oo „іт 
g(t) = Ei") = Bœ | de, 


il s'ensuit que g(t) n'existe pas, car e*” croît plus vite que z8+1, de telle 
sorte que e'*/79*1 — oo lorsque z — oo. 


ii) Si k < 2, alors 


E(X*) SC 


oo 
во? | q B-1+k dr 
a 


со 


[ 7e 


-B4+k 
— Bab? 
= Ba B =k 


Ba* 
B-k' 








« 


car l'intégrale converge pour k < f. En particulier, la valeur moyenne et la 
variance existent, si ,B > 2, et on trouve 


Pyilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien. 
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14 


_ 
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_ aß 2, _ a? B 
EX) а= EQ) = 25, 
et par conséquent 
Var(X) = E(X?) - (E)? = P 
(8 — 1)2(8 — 2) ` 
Remarque. Pour les mêmes raisons qu'avant, l'intégrale 
со et 
IR T(1 +z?) dz, 


ne converge pas, donc la fonction génératrice de moments de la variable aléatoire 


X ~ С(0,1) n'existe pas. Mais dans ce cas, les moments n'existent pas non plus, 
(voir exemple 6, dans 5.1.6). 


. Trouver la fonction génératrice des moments et déduire E(X) et Var(X) pour la 


variable aléatoire 


i) X ~ B(n,p). 
ii) X ~ P(A). 

iii) X — G(p). 

iv) BN(p, r). 

v) X ^ N(u,o23). 
vi) X ~ Gamma(a, 8). 
vii) X ^ x*(r). 
viii) X ^ (А). 
ix) X ~ U(a, b). 
x) X = C(p, o). 
Solution. i) On a 


a) = E(e*) 


n n _ 
_ D(a- n-k 
k=0 
з 


— n ikri _ anak 
= (еа 9 
= (ре +1 – р)". 
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En dérivant, 
8#'@) = п(ре + 1 — p)! pe 
et par conséquent 
E(X) = g'(0) = np. 


Trouvons 
g" (t) = n(n — 1)(pe! + 1 — p" (pe + n(pe' + 1 — p"! pe", 
puis 
E(X?) = g"(0) = n(n — 1)р? + np. 
La variance de X est donc 
Var(X) = E(X?)- (EQOY 
n(n — Us + np np 
np(1 — p). 


I 


ii) On a 


#@ = Eis) 
tk 


_ Y^ e^^A* 
=0 
= exo бау 


_ н 
€ ум 


= е%Мє'—1). 





En dérivant, 

g (t) = Xeteñte-D, 
et par conséquent 

E(X) = g'(0) = À. 
Trouvons 

g"(t) = (APPD 4 Jete? =D, 
puis 
E(X?) = g"(0) = X + À, 
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La variance de X est donc 


Var(X) = E(X?) — (EQ! = à? + À X = À. 


iii) On a 
х Am , € na pet 
qt) = 3,0 -pte = p En pe = ae 


qui converge pour |(1 — p)et| < 1. En dérivant, on obtient 


HA р(1 - pe? 
g (t) = g(t) + ü-ü- ge" 


et 

' NE 2p(1 m pje” 

0 = ape 

et par conséquent 
E(X)=g(0)=< e E(X?) = g"(0) E, 


donc 


On peur trouver E(X) et Var(X ), par une autre méthode, voir problème 87. 


iv) Pour étudier la variable aléatoire X ~ BN(p, r) on peut compter les épreuves 
au fur et à mesure de l'obtention des succès. Introduisons, рош і = 1,2, ..., r, 
les variables aléatoires Y; représentant le nombre d'épreuves de Bernoulli 
nécessaires, une fois le (í - 1)-ième succès obtenu, pour obtenir le i-ième succès. 
Ces variables aléatoires Y; sont indépendantes et toutes de méme loi 
géométrique de paramétre p. De plus 


X=Y +- +Y. 
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Alors 
xO = Цоо 
i-l 
I 
С 2%1-(1-р)е 
ре ' 
= (i) | 
On trouve 
E(X) = 3  E(V) = 5, 
i=] p 
et 


Var(X) = Y Var(Ÿ) = C-D, 


i=1 


v) On détermine d'abord la fonction génératrice des moments de la variable 
aléatoire Z ~ N(0,1). On a 


9z(t) = E(e^) 
= lI. ette 7l? dr 
T J —oo 


1 œ z? 24= 
= — e * dz 
xl. 
l f? cm, 
= — e a z dx 
zl 
а 1 r X d 
= е? —— 2 
М2т Јо y 
= ef 


2 
en substituant y = z — £ et en tenant compte du fait que fp e dy = 
vin, La fonction génératrice des moments de la variable aléatoire 
Z ~ N(0, 1) est donc gz(t) = e*!2, Pour obtenir la fonction génératrice 
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des moments de la variable aléatoire X ~ Mu, c), il faut faire la 
substitution X = и + oZ. Alors 


gell = E(e*) 
E(et{#+2)) 
E( th teZ) 
= ei Eier?) 
= eg; (to) 
= ete E 


2,2 
Pt, 


i 


En dérivant, 
gx (ê) = (p + to?) gx (t) 
et 


gx (t) = (u + to") gx (t) + o^ox (t), 


donc 


Е(Х) =g'(0)=#, E(X?) = g"(0) = p + os, 


et finalement 
Var(X) = E(X2) — (E(X))° = g. 


En particulier E(Z) = 0 et Var (Z) = 1. 


vi) Опа 


g(t) = E(e*) 
= Së Î e" z971978 dz 
0 


= mo "c0 dz. 
0 
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En faisant maintenant le changement de variable z = z (3 — t), donc 


dz = (3 — t) dz, on obtient si t < 1/8, 


ai = xu wg е" a 


"(6-9 

6), a—1 CH, 

= E п-в) 1 17 r 

= HAT ral ted 
1 


= dong 
1 





(1— Bt)" 


On remarque ici que gx (t) n'est pas définie que pour les valeurs de [t] 
inférieures à 1/8, l'intégrale diverge si t = 1/2. 


On trouve 8 
a 
d'O = (r= poen 
“ (a+ 1) 
n _ (a + 
g (t) = (1- Bte 
Par conséquent 


E(X) = g'(0) =08, E(X’) = g" (0) = a(a+ 1)8°, 
donc 
Var(X) = E(X?) — (E(X) = aff. 
On peut trouver E(X) et Var (X), par une autre méthode, voir problème 
88. 
уй) Si X ~ Gamma(5, 2), alors X + x?(r), donc en faisant œ = 5 et 
8 = 2 dans les résultats de vi), on trouve 


1 
g(t) = ü- жу? 
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si \А < 1/2, et par conséquent E(X) = r et Var(X) = 2r. 
viii) On a 


g(t) = E(e^) 
= Î ее dz 


0 
oo 
= À Í e 079* dr 
0 
À 





со 
—. —(X—t)z 
— e 
А—ї A 





EN 
A-t 


pour г < А. On remarque ici que g(t) n'est pas définie que pour les valeurs de г 
inférieures à À Deux dérivations nous donnent, 


[ ^ " 2A 
900 =T gi et I) =T ps 


Par conséquent 
1 2 M" 2 
E) ai, EX?) =g") = <z. 
La variance de X est donc 


Var(X) = E(X?) - (E(X)} = x 


On peut obtenir les résultats précédents en utilisant la distribution Сатта(а, B). 
En effet, si q = 1 et on pose б = 1/2, alors si X ~ Gamma(1, 1/2), on a X ~ E(2). 
Donc on trouve, 
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ix) Ona 


g(t) 


E(et*) 


b 
1 
— i 
= [e pad 


b 
= = Í e dx 
= D 


b 














= d x Letz 
b-a t |, 
е — gta 

= H-a) 


Une autre expression peut être obtenue en développant en série les 
fonctions e" et e^, 


po bn а? zt p — qR H 
s =X ( DER ) PECS 


n>1 





Comme 


ag = Y> GE(X"), 


n20 


on trouve pu _ gni 


E(X”) = Sen 

(X) = 3 10 — o) 
d’où, en particulier 

0-02 a+b 

EO = ва) 3^ 


donc, finalement, 


5-03 _ Prabrao 


E(X?) = 3b-a)^ 3 ^ 





(b — ay 
12 ' 


X) La fonction génératrice des moments de la variable aléatoire X ~ C(0,1) 
n'existe pas (voir la remarque du probléme 140). Si Y ~ C(u,o), alors X = Y-u/o 
suit la loi C(0,1) et comme la fonction génératrice des moments n'existe pas, 
elle n'existe pas non plus pour la variable aléatoire Y. Notons par contre que la 
fonction caractéristique existe (voir probléme 126 ix)). 


Var(X) = E(X?) - (EGO = 
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Méthodes d'énumération 


Un outil indispensable à la description d'une espace échantillonnal fini associé à une 
expérience aléatoire est la notion de #-tuplet. 


Définition A.1. Un n-tuplet est une disposition ordonnée de z éléments, (a, as, ..., аһ), 
dont le premier, а, est dit la première composante, le second, с, la deuxième 
composante, et ainsi de suite jusqu'au #-ième, a,, la n-ième composante. 


Définition A.2. Deux #-tuplets (а, a>, ..., a,) et (b, ba, ... , b,), sont dits identiques si 
et seulement s'ils sont formés des mêmes composantes dans le même ordre, c'est-à- 
dire, si a; = bj pour j = 1,2, ... , n. 


Remarque А.З. Les éléments du produit des ensembles E, E», ..., En Ex Esa x >>> x 
En, sont représentés par des n-tuplets, (ey e»... , en), ой e; € E, pour j = 1, 2,..., n. 


Dans les applications pratiques, on utilise beaucoup le principe suivant : 


Principe du dénombrement 


Si un événement E peut étre décomposé en K sous-événements E, et que chaque 
événement E, peut se réaliser de л, façons, alors E peut se réaliser de 
M ` 12 ` ` ` façons. 


Une autre façon d'énoncer ce principe est de se servir d'espaces produits. Soit 
Ey E>, ... , E, des ensembles finis. Alors si 


E=E xE, x... xE = [e= (е, е, .., es); e € E, i= 1, ..., k), 
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ona 


k 
card(E) = | [ card(E;). 
i=1 


Des applications de ce principe conduisent à des formules pour le nombre de 
permutations, d'arrangements et de combinaisons. 


Per mutations 
Le nombre dé façons P, d'ordonner n objets distincts est 
P,=n!=1x2x---xn. 


P, est appelé nombre de permutations de n objets. Par convention, 0! = 1. Rappelons 
que n! se lit factoriel de n. 


Arrangements 


Le nombre de façons A? d'ordonner k objets distincts d'un ensemble qui en 
contient n est 
n! 


A= per (RE +). 


Aï est appelé nombre d'arrangements de k objets parmi n objets. Il cor- 
respond aussi au nombre de k-tuplets d'éléments distincts d’un ensemble de 
n éléments, dont la première composante peut être formée à partir de n 
éléments distincts, la seconde à partir de n — 1 éléments distincts et ainsi de 
suite jusqu'à la k-i&me à partir de n — k éléments distincts. 


En prenant k — n, on obtient 


Pr = Ад = №. 
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Le nombre de façons C? = (7) de choisir k objets distincts d'un ensemble qui 
en contient n est 

n\ n! _ AR 

k) k(n—kM HI 


(ï) est appelé nombre de combinaisons de k objets parmi n objets. Il cor- 
respond aussi au nombre de sous-ensembles de k éléments d'un ensemble de 
n éléments. Par convention (7) = 0, lorsque k < 0, ou n < k. 

Notons que l'égalité (2) = AR /k! vient du fait que l'ordre ne compte pas 
pour les combinaisons. Il faut donc diviser „Аў par le nombre de permutations 
des k éléments du k-tuplet. 

Remarque А.4. Comme (?) est le nombre de sous-ensembles de k éléments 


d'un ensemble de n éléments, on obtient 


Een 


k=0 


n 
c» (2) = 0, 
k=0 

qui sont des cas particuliers du binôme de Newton! 


(a + b)" = Y, (2) ак", 


k=0 


et 


en prenant a = b = 1 et а = 1,b = —1, respectivement. 
Pour cette raison, les coefficients (2) sont aussi appelés coefficients bino- 
miauz. Par extension, on obtient aussi les coefficients multinomiauz 


n _ n! 
Tn... Rp) angl ng! 
oli n = n, Бла +:- о. Ces coefficients représentent le nombre de façons de 
choisir n objets provenant de k classes ayant respectivement ni, no, ..., Nk 
objets. Une généralisation du binóme de Newton est donnée par 


H ni 7 R 
(a + a> +: + ak)" = d L n DCLS 
Ook A. 1, 12; EC 
n= Di nimni 20, 


Isaac sir Newton (1642-1727), physicien, mathématicien et astronome anglais. 
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Rappelons d'autres propriétés utiles des coefficients binomiaux. 
Remarque A 3. On vérifie aisément que 


En effet, 


() = oo 


n! 
(n — k)!(n = (n = k))! 


(n.e) 


Donc le nombre de façons de choisir k objets distincts parmi п est égal au nombre 
de façons de choisir п - k objets distincts parmi n car lorsqu'on choisit les k objets 
à inclure, cela est équivalent à choisir les л - k objets à exclure et vice-versa. 


Қа) 70. 


il 


Remarque À.7. On a 


En effet, 


k-1\ _ (k — 1)! 
«(1 Е tp e-i- 


k! 
(r — 1)!(k =r)! 
k! 


dr 
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Remarque A.8.On a 


(ита) + 2) 63) 


En effet, 





n n n! n! 
(. + ) + () = (k+1)!(n — k — 1) + His — k)! 
(n — k)n! + (k + 1)n! 
(k + 1)!(n EN 
(n +1)! 
(k + 1)!(n — k)! 


_ (nati 
= kL 





Remarque A.9. On a 


x(362)- 629. 


7 


En effet, pour ї = 1,2, posons 


pi(z) = Y (®) z* = (1 + z)". 


k=0 


Alors, on trouve 
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> (^ Н " zb = (1+2) 
= р co (z) . 
- (&O9 (EC) 


Il H 
3 
ii ZE 
— EM: 
Z N 
M" <> 
— w 
S. š 
` 


on doit donc avoir 


> (5) (s2.) - ("479 


j=0 


puisque ce sont deux expressions des coefficients de x" dans cette égalité valide pour 
tout x. 


On peut également donner une preuve combinatoire de ce résultat. Le 
nombre ("+") représente le nombre de façons de choisir k objets distincts 
parmi n; +22. Une autre manière de calculer ce nombre consiste à séparer les 
4 + na objets en deux groupes de n; et de n; objets. Le produit (3) (е; 
représente le nombre de façons de choisir k objets distincts lorsqu'on en 
choisit j dans le premier groupe et k — j dans le second groupe. En addition- 
nant ces nombres pour j allant de 0 à k, on retrouve le nombre de façons de 
choisir k objets distincts parmi n, + 22, c'est-à-dire ("1+") et cela démontre 
le résultat. 


Tables de Ја loi normale №0, 1) 


TABLE I : Table de la fonction de répartition 


Les entrées dans la table donnent Ф(2) = P(Z < x) où Z est une variable 
aléatoire de loi N(0, 1), pour z € (0, 4). 


Note : si —0,4 < z < 0, alors on utilise l'égalité @(—z) = 1 — %(z). 
Par exemple, si z = 2,5 alors P(Z < z) = 0,983 800 directement de la 
table. Par contre, si z = —1,51, alors P(Z € —1,51) = 1 — P(Z < 1,51) = 
1 — 0,934 500 = 0,065 500. 


TABLE II : Table des quantiles 


Les entrées dans la table donnent la valeur de z telle que P(Z < z) = p où 
Z est une variable aléatoire de loi N (0, 1). 


Note : si р < 0,5, alors, par symétrie, il suffit d'utiliser le fait que 
P(Z < —z) = 1 — p. Par exemple, si p = 0,531, alors z = 0,077 800 
directement de la table. Par contre, si p — 0,237, alors 1 — p — 0,763 et 
z = —0,716. 
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Table I 

















x( 0,09 

0,0 0,5109 0,5279 0,5350 
0,1 0,5506 0,5675 0,5753 
0,2 0,5987 0,6064 0,6141 
0,3 0,6368 0,6443 0,6517 
0,4 0,6736 0,6808 0,6879 
0,5 0,7190 0,7224 
0,6 0,7517 0,7549 
0,7 0,7823 0,7852. 
0,8 0,8106 0,8133 
0,9 0,8365 0,8389 
1,0 0,8461 0,8621 
1,1 0.8686 0.8830 
1,2 0,8888 0,9015 
1,3 0,9066 09115 0,9177 
14 0,9222 0,9265 0,9319 
15 0,9357 0,9304 0,9441 
1,6 0,9474 0,9505 0,9545 
17 0,9573 0,9509 0,9616 0,9633 
1,8 0,9656 0,9678 0,9693 0,9706 
19 0,9767 
2,0 0,9778 0,9817 
2,1 0,9826 0,9857 
2.2 0,9864 0,9890 
2.3 0,9896 0,9916 
2,4 0,9936 
2,5 0,9952 
2,6 0,9064 
2,7 0,9974 
2,8 0,9981 
2,9 0,9986 
3,0 0,9990 
3,1 0,9993 
3,2 0,9995 
3,3 0,9997 
3,4 0,9998 
3,5 0,9998 
3,6 0,99% 
3,7 0,99% 
3,8 1,0000 
3,9 1,0000 























Table TI 


[o Jom [ses [соз | oo oes [sec [wo | 0008 | 0005 


0,0000 0,0100 0,0125 0,0175 0,0201 0,0226 
0,0251 0,0351 0,0376 0,0426 0,0451 0,0476 
0,0501 0,0602 0,0627 0,0677 0,0702 0,0728 
0,0753 0,0853 0,0878 0,0920 0,0954 0,0979 
0,1004 0,1105 0,1130 0,1181 0,1206 0,1231 





0,1257 0,1358 0,1383 0,1434 0,1459 0,1484 
0,1510 0,1611 0,1637 0,1687 0,1713 0,1738 
0,1764 0,1866 0,1891 0,1942 0,1068 0,1093 
0,2019 0,2121 0,2147 0,2198 0,2224 0,2250 
0,2275 0,2379 0,2456 0,2482 0,2508 


0,2550 0,2585 02611 0,2637 0,2680 0,2715 0,2767 
0,2819 0,2845 0,2872 0,2898 0,2050 0,2976 0,3029 
0,3081 0,3107 0,3134 0,3160 0,3213 0,3230 0,3292 
0,3345 0,3372 0,3398 0,3425 0,3478 0,3504 0,3558 
03611 03638 03665 0,3602 0,3745 0,3772 0,3826 





0,3880 0,3907 0,3034 0,3061 0,4016 0,4045 0,4097 
0,4152 0,4179 0,4207 0,4234 0,4289 0,4316 0,4372 
0,4427 0,4454 0,4482 0,4510 0,4565 0,4593 0,4649 
0,4705 0,4733 0,4761 0.4789 0.4845 0.4874 0.4930 
0.4987 0,5015 0,5044 0,5072 0,5129 0,5158 0,5215 





0,5273 0,5302 0,5330 0,5350 0,5417 0,5446 0,5505 
0,5563 0,5502 0,5622 0,5651 0,5710 0,5730 0,5799 
0,5858 0,5888 0,5918 0,5948 0,6008 0,6038 0,6098 
0,6158 0,6189 0,6219 0,6250 0,6311 0,6341 0,6403 
0,6464 0,6495 0,6526 0,6557 0,6588 0,6620 0,6651 0,6714 





0,6776 0,6808 0,6840 0,6871 0,6903 0,6935 0,6067 0,7031 
0,7095 0,7127 0,7160 0,7192 0,7225 0,7257 0,7290 0,7356 
0,7421 0,7454 0,7488 0,7521 0,7554 0,7587 0,7621 0,7688 
0,7756 0,7790 0,7824 0,7858 0,7802 0,7026 0,7961 0,8030 
0,8099 0,8230 0,8274 0,8300 0,8381 


0,8416 0,8452 0,8488 } 0,8632 0,8660 0,8706 0,8742 
0,8779 0,8816 0,8853 0,9002 0,9040 0,9078 0,9116 
0,9154 0,9192 0,9230 0,9385 0,9424 | 0,9463 0,9502 
0,9542 0,9581 0,9621 0,9661 0,9782 0,9822 0,9863 0,9904 
0,9945 0,9986 1,0027 1,0069 1,0194 1,0236 1,0279 1,0322 





10364 | 10407 | 10451 | 10494 10625 | 1,0660 | 1.0714 | 1,0758 
10803 | 1084 | 10894 | 10939 11077 | 1,1123 | 1,1170 | 11217 
11264 | 11311 | 11359 | 11407 11552 | 1,1601 | 1,1651 1,1700 
1,1750 1,1800 1,1850 1,1901 1,2055 1.2107 12160 12212 
12265 12319 12372 1,2426 1,2591 1,2646 1,2702 1,2750 





1,2816 1,2873 1,2930 1,2988 13165 1,3225 1,3285 13346 
13408 13469 13532 13595 13787 13852 13917 13984 
1,4051 14118 14187 1,4255 1,4466 1,4538 1,4611 1,4684 
1,4758 1,4833 1,4909 1,4985 1,5220 1,5301 1,5382 1,5464 
1,5548 1,5632 1,5718 1,5805 1,6073 1,6164 1,6258 1,6352 








1,6449 1,6546 1,6646 1,6747 1,7060 1,7160 1,7279 1,7302 
1507 17624 1,7744 1,7866 1,8250 1,8384 1,8522 1,8663 
1,8808 1,8957 10110 1,9268 1,9774 1,954 | 20141 2,0335 
20537 | 2,0749 | 20969 | 2.1201 2.1973 | 2,2262 | 22571 | 22904 
23264 23656 2,4080 24573 2.6521 2.7478 2.8782 3.0902 
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